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はじめに

13th-note数学Ａは，文部科学省の指導要領（平成 24年度以降実施）に沿った内容を含む検定外の「高校

の教科書」として作られ，ホームページ（http://www.collegium.or.jp/~kutomi/）にて無償公開されています．

学ぶ意欲さえあれば，誰でも学ぶことができるように，との意図からです．

また，執筆者と閲覧者がインターネットを介して繋がり，互いの意見を交わすことが出来る関係にあり

ます．

こういった「教科書」の形態は，日本ではあまり見られないことでしょう．

しかし，13th-note数学Ａが既存の教科書と最も異なる点は，その中身でしょう．13th-note数学Ａでは，

以下の方針を採用しています．

• 13th-note数学Ａでは全ての問題に，詳細な解答・解説を付ける．

• 新しい数学の概念に関して，通常，教師用にしか載っていない詳細な解説も付ける．

これらは，以下の考えに基づいています．

• 自学自習がしやすい教科書にしたかった．
（学校等とは関係なく自分で勉強したい人のためでもあり，試験前に教科書を開きながら自学自習す

る高校生のためでもある）

• 隅々まで読めば読むほど，何か得るものがある教科書にしたかった．
• 大学受験の数学を意識してはいるが，あくまで数学の知識・感覚（新しい数学の概念を吸収するため
の土壌，とでも言えるでしょうか）を中心に解説している教科書にしたかった．

• 既存の教科書・指導要領に沿わせることより，数学の理解に必要かどうかに基づいて内容の選定・配
列することを重視した．

詳細な解説を増やしたことは，一方で，悩みの種にもなりました．というのも，その詳細な解説が，読者

の創造力・発想力を妨げないか，と感じたからです．

この点について，私は「詳細な解説を最初に読むか，後で読むか，そもそも読まないか，それは読者が決

めればよい．ただ我々は，読者の視点が偏らないよう，最大限の配慮をするのみ」という結論を出し，上記

の方針としました．

この教科書の執筆者として，数学の学習について 2点アドバイスを書いておきます．

(1) 公式そのものよりも，「いつ公式が使えるか」を真っ先に覚えましょう．公式そのものは忘れても調

べられます．また，思い出そうとしたり，作ろうとする努力はよい勉強になります．しかし，「いつ

使うか」を忘れると，答えを見ない限り何もできません．

(2) 問題を解いて答えが合わないときは，まず，計算ミスを疑いましょう．

また，この 13th-note数学Ａを作成する際には，TEXという組版ソフトが使われています．TEXのシステ

ムを作られた Donald E. Knuth氏，それを日本語に委嘱した ASCII Corporation，さらに，（日本の）高校数

学に適した記号・強力な描画環境を実現した「LATEX初等数学プリント作成マクロ emath」作者の大熊一弘

氏に，感謝いたします．
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最後に，13th-note数学Ａの雰囲気を和らげてくれているみかちゃんフォントの作者にも感謝いたします．

この教科書を手にとった人，一人一人に，「数学も，悪くないな」と思っていただければ，幸いです．

久富望

凡例

1.【解答】について
【解答】には，問題の解答だけでなく，さらに理解を深めるためのヒントも書かれていることがありま

す．問題を解いて解答が一致した後，一応【解答】をチェックすることをお勧めします．

2.問題の種類
【例題 2】 【例題】は，主に，直前の定義や内容の確認を兼ねた例題です．

はじめて学ぶ人，復習だが理解が足りないと思う人は，解くのが良いでしょう．

逆に，既に理解がある程度できていると思う人は，飛ばしても良いでしょう．

【練習 3：主要になる「練習」問題】
【練習】は，13th-note教科書の軸と成る問題群です．

基本的に解くようにしましょう．解いていて疑問など見つかれば，直線の説明，【例題】を参照し

たり，答えをよく理解するようにしましょう．

【 暗記 4：ただ解けるだけではいけません】
定義・定理を「知っている」と「使える」は違います．

特に，「反射的にやり方を思い出す」べき内容があります．それが，この 暗記問題です．

この 暗記問題については「解ける」だけでなく，その解き方・考え方をすぐに頭の中で思い浮かべ

られるようにするべきです．

【 発 展 5：さらなる次へのステップ】

発 展 は，ただ定義や定理が分かるだけでは解けない問題です．

さらに理解を深めたい人，大学入試の数学を意識する人は挑戦し，理解するようにしましょう．

3.補足
本文中，ところどころに マーク付きの文章があります．このマークのついた文章は，主に，本文と

は少し異なる視点から書かれています．理解を深めることに役立つことがあるでしょう．
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第1章 場合の数と確率

A 場合の数
場合の数 (number of cases) とは「何通りの・場・合が起こりうるか・数える」ことである．

1A.1 場合の数の基礎

起こりうる場合の数を正しく数えるには次のことが必要条件になる．

「数えもらさない」　「同じものを繰り返して数えない」

1. 積の法則

A. 表を用いる

「数えもらさない」「同じものを繰り返して数

大　　小 1 2 3 4 5 6

1 1, 1 2, 1 3, 1 4, 1 5, 1 6, 1
2 1, 2 2, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6, 2
3 1, 3 2, 3 3, 3 4, 3 5, 3 6, 3
4 1, 4 2, 4 3, 4 4, 4 5, 4 6, 4
5 1, 5 2, 5 3, 5 4, 5 5, 5 6, 5
6 1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5, 6 6, 6 ｝

全

部

で

６

通

り｝
全部で６通り

えない」ための基本的な手段は，表を用いるこ

とである．

たとえば，大小 2個のさいころを投げたとき

の出る目を表でまとめると，右のようになる．

このとき，すべての場合の数は 6 × 6 = 36通り

と分かる．

【例題 1】 4種類のカード A B C D を用いて 2枚 1 枚目 2 枚目 A B
A AA AB

並べる．ただし，同じカードを繰り返し並べてよいと

する．右の表を完成させ，全部で何通りあるか答えな

さい．

3枚以上選ぶ並べる場合には表で書き表すことが難しくなるので，樹形図を用いる．
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B. 辞書順に並べる

場合の数の問題では，辞書と同じように，アルファベット順，あいうえお順，数字の小さい順などで，結

果を並べるとよい．

(例 1) 5枚のカード 悪いやり方（×） 辞書順並べ（○）

ABC AEB ACD ABC ABD ABE （←ＡＢで始まる文字列）
ACB ABE ADC ACB ACD ACE （←ＡＣで始まる文字列）
ADE ABD AEC ADB ADC ADE （←ＡＤで始まる文字列）
AED ADB ACE AEB AEC AED （←ＡＥで始まる文字列）

A ， B ， C ， D ， E

のうち 3枚を使った，Aから

始まる文字列は，右のように

書き出すことができる．その

結果，場合の数は 4 × 3 = 12通りと求められる．

(例 2) 大小 2つのさいころを振ったとき，出た目を 悪い 辞書順
やり方（×） 並べ（○）

(1, 5) (1, 5)
(5, 1) (2, 4)
(4, 2) (3, 3)
(2, 4) (4, 2)
(3, 3) (5, 1)

↑ 　　
上から１，２，３，４，５

(大きいさいころの目,小さいさいころの目)

で表そう（このテキストでは以後，同じとする）．

出た目の和が 6になる場合を辞書順並べで書き出すと，右図のよう

になって容易に，5通りあると分かる．

【例題 2】
1. 上の (例 1)において，Cから始まる文字列を辞書順で全て書き出し，何通りあるか答えなさい．

2. 上の (例 2)において，目の和が 7になる場合を，辞書順で全て書き出し，何通りあるか答えなさい．

3. a + b + c = 5となる自然数 (a, b, c)の組を辞書順で全て書き出し，何通りあるか答えなさい．
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C. 樹形図

辞書順並べを少し簡略化した書き方
樹形図

C

A
B
D
E

B
A
D
E

D
A
B
E

E
A
B
D

簡略化
⇐=

辞書順並べ
CAB
CAD
CAE
CBA
CBD
CBE
CDA
CDB
CDE
CEA
CEB
CED

が，樹形図 (tree diagram) である．

たとえば，前ページ左下の (1) の問

題を樹形図で書き出すと，右のように

なる．

D. 積の法則

前ページの樹形図において，○
△
▲
▽
という形が 4回現われることが分かる．これは，「2番目の文

字は 4種類あり，2番目の文字がどんな場合でも，3番目の文字は 3種類ある」ことを意味しており，場合

の数は 3 × 4 = 12通りとなる．

【例題 3】
1. A社のかばんには，特大，大，中，小の 4種類あり，いずれも，赤，白，青の 3色から選べるという．

樹形図を書いて，何種類のかばんがあるか答えなさい．

2. 1から 4の数字を用いた，2桁の数字を樹形図で書き出し，何通りあるか答えなさい．

積の法則

2つの事柄 A，Bについて，Aの起こり方が a通り，・A・が・ど・ん・な・場・合・で・も，Bの起こり方が b通りある

とする．このとき

Aと Bがともに起こる場合は a × b通り

ある．このことを積の法則 (multiplication law)という．
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【練習 4：積の法則～その１～】
(1) 男子が 5人，女子が 4人のクラスから，男女一人ずつを選ぶ方法は何通りあるか．

(2) 1から 9までの数字を用いた，2桁の数は何通りあるか．

(3) B社のかばんには，手提げとリュックの 2種類があり，大きさは大中小の 3種類から赤，白，黒，青

の 4色から選べるという．何種類のかばんがあるか．

積の法則を用いるかどうかわからないときは，樹形図をイメージしよう．

E. 正の約数の個数

積の法則 (p.3)の応用例として，12の約数について考えよう．12 = 22 × 3であるので，12の約数は*1

20 × 30, 20 × 31, 21 × 30, 21 × 31, 22 × 30, 22 × 31

ですべてとなる．これを樹形図にすれば，次のようになり，3 × 2 = 6個の約数があるとわかる．

20 30

31 21 30

31 22 30

31

また，12の約数の和は，(20 + 21 + 22) × (30 + 31) = (1 + 2 + 4) × (1 + 3) = 7 × 4 = 28で計算できる．これ

は，次の等式から分かる．

20 × 30 + 20 × 31 + 21 × 30 + 21 × 31 + 22 × 30 + 22 × 31

= 20 × (30 + 31) + 21 × (30 + 31) + 22 × (30 + 31)

= (20 + 21 + 22) × (30 + 31) ←（30 ＋31）を共通因数と見て因数分解した

【 発 展 5：正の約数の個数】

上のやり方を参考に，288の約数の個数を求めよ．また，約数の和を求めよ．

*1 20 = 1, 30 = 1．どんな数も 0 乗は 1 である．
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2. 集合と場合の数

A. 操作の結果を集合で表す

たとえば，大きさの異なる立方体のさいころ 2個を振って「目の和が 5になる場合」について，次のよう

に書くことができる．

「目の和が 5になる場合」の集合 Aは，A = {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)}であり，n(A) = 4である．

【例題 6】大小 2個のさいころを投げるとき，以下の集合の要素を書き出し，(4)の問いに答えよ．

1. 出た目の和が 10になる場合の集合 B 2. 出た目の差が 4になる場合の集合 C
3. 出た目の積が 12になる場合の集合 D 4. n(B), n(C), n(D)はいくらか．

B. 場合の数と集合の要素の個数

場合の数を集合を用いて考えれば，『集合の要素の個
A

U

集合 A

= A
U

集合 U

− A
U

集合 A

A B
= A B

+ A B − A B

数』で学ぶ次の法則を用いることができる．

『補集合の要素の個数』

n(A) = n(U) − n(A)

『包含と排除の原理』

n(A ∪ B) = n(A) + n(B) − n(A ∩ B)

A ∩ B = ∅のとき，n(A ∪ B) = n(A) + n(B)となる．これは『和の法則』とも呼ばれる．

【例題 7】大きさは大中小の 3種類，赤，白，黒，青の 4色がある D社のかばんを買いにいったところ，

大きいかばんと，黒のかばんは気に入らなかったが，他は気に入った．大きなかばんの集合を A，黒い

かばんの集合を Bとするとき，以下の問に答えよ．

1. n(A), n(B), n(A ∩ B)の値をそれぞれ求めよ．
2. 気に入らなかったかばんは何通りか． 3. 気に入ったかばんは何通りか．

—13th-note— 1A.1 場合の数の基礎· · · 5



C. 場合分け

【例題 8】大小 2個のさいころを投げたとき，出た目の和が 5の倍数となるのは次の場合がある．

• 「出た目の和が 5になる場合」これは ア 通りある

• 「出た目の和が イ になる場合」これは ウ 通りある

この場合分けから，出た目の和が 5の倍数となる場合は エ 通りあるとわかる．

出た目の和が 5となる場合を A，出た目の和が 10となる場合を Bとすれば，A∩ B = ∅であるの
で，（出た目の和が 5の倍数となる場合の数）= n(A ∪ B) = n(A) + n(B)である．

【練習 9：場合の数における集合】
1から 50までが書かれたカード 50枚の中から，無作為に 1枚引く．引いたカードが

2の倍数である場合の集合を Z2，3の倍数である場合の集合を Z3

また，すべての場合の集合を U とする．つまり，n(U) = 50である．

(1) n(Z2), n(Z3), n(Z2 ∩ Z3)の値を求めなさい．

(2) 「奇数である場合の集合」を A，「6の倍数である場合の集合」を B，「2または 3で割り切れる場合

の集合」を C とする．それぞれ一致するものを選びなさい．
1⃝ Z2 2⃝ Z3 3⃝ Z2 4⃝ Z3 5⃝ Z2 ∩ Z3 6⃝ Z2 ∪ Z3

(3) n(A), n(B), n(C)をそれぞれ答えなさい．
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【練習 10：場合分けと積の法則】

(1) 1から 5までの数字を用いてできる 2桁・以・下の数は何通りあるか．

(2) C社のかばんには，手提げは大中の 2種類，リュックは大中小の 3種類あり，どの種類も赤，白，

黒，青の 4色から選べるという．何種類のかばんがあるか．

3. 「重複を許す」，「順列と組合せ」

A. 「重複を許す」とは

同じ操作を繰り返してもよいことを「重複を許す」という．

たとえば，4種類のカード A 　 B 　 C 　 D を用いて 2枚の列を作るとき

「重複を許さない」ならば

A
B
C

D

　　 B
A
C

D

　　 C
A
B
D

　　D
A
B
C

4 × 3 = 12通りの並べ方がある．

「重複を許す」ならば

A

A
B
C

D

　　 B

A
B
C

D

　　 C

A
B
C

D

　　D

A
B
C

D

4 × 4 = 16通りの並べ方がある．

【例題 11】
1. 1から 5までの数字を用いて，2桁の数字を作ろうと思う．

（a）重複を許して作るなら，何通りできるか．

2. 6枚のカード 1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6 を並べてできる 2桁の整数は何通りあるか．
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B. 「順列」とは，「組合せ」とは

たとえば，さいころを 2回投げた場合の目の出方は，次の 2通りの方法 � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� �
でまとめることができる．

a) 1回目と 2回目を区別する場合

1回目－ 2回目の順に樹形図を書けば，次のよ

うになる．

1

1
2
3
4
5
6

2

1
2
3
4
5
6

3

1
2
3
4
5
6

4

1
2
3
4
5
6

5

1
2
3
4
5
6

6

1
2
3
4
5
6

この場合は，試行
・
順に結果を

・
列挙した順列 (per-

mutation) を考えている．

b) 1回目と 2回目を区別しない場合

小さい目－大きい目の順で樹形図を書けば，次

のようになる．

1

1
2
3
4
5
6

2

2
3
4
5
6

3
3
4
5
6

4
4
5
6

5 5
6 6 6

この場合は，試行した結果の組合せ (combina-

tion) を考えている．

順列か組合せのいずれで考える問題なのか，注意して樹形図を書こう．

【例題 12】 1，2，3，4の数字が書いてある 4枚のカードがある．次の試行につ
1 　 2 　 3 　 4

いて，それぞれ樹形図を用いてすべて書き出し，何通りあるか答えよ．

1. 続けて 2枚引く場合のカードの順列 2. 続けて 2枚引いたときの，カードの組合せ

【練習 13：さいころの区別】
(1) 見た目がまったく同じ 2個のさいころを同時に振るとき，目の出方は何通りあるか．

(2) 大きさが異なる 2個のさいころを振るとき，目の出方は何通りあるか．

【練習 14：足して 5になる数】
(1) 足して 5になるような 2つの自然数の組をすべて求めよ．

(2) x + y = 5になるような，2つの自然数 x, yの解をすべて求めよ．
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1A.2 異なるものが作る順列

1. 重複順列

A. 重複順列とは

同じことを繰り返してできる順列のことを
ちょうふく

重複順列 (permutation with repetitions) という．

次の問題について，それぞれ樹形図を書いて，何通りあるか考えてみよう．

1) 表と裏があるコインを 4回振るときの，出た目の順列は何通りあるか．

2) A ， B の 2枚から 1枚引いて記録し，元に戻す操作を 4回行ったとき，引いたカードの順列

3) 1か 2のみで作ることのできる，4桁の整数

1) 1
回目

— 2
回目

— 3
回目

— 4
回目

表

表
表 表

裏

裏 表
裏

裏
表 表

裏

裏 表
裏

裏

表
表 表

裏

裏 表
裏

裏
表 表

裏

裏 表
裏

2) 1
枚目

— 2
枚目

— 3
枚目

— 4
枚目

A

A
A A

B

B A
B

B
A A

B

B A
B

B

A
A A

B

B A
B

B
A A

B

B A
B

3) 千
の位

—百
の位

—十
の位

—一
の位

1

1
1 1

2
2 1

2

2
1 1

2
2 1

2

2

1
1 1

2
2 1

2

2
1 1

2
2 1

2

⇓ 簡略化 ⇓ 簡略化 ⇓
1) 1
回目

2
回目

3
回目

4
回目

　 　 　 　

2 通り
それぞれ

2 通り
それぞれ

2 通り
それぞれ

2 通り

2) 1
枚目

2
枚目

3
枚目

4
枚目

　 　 　 　

2 通り
それぞれ

2 通り
それぞれ

2 通り
それぞれ

2 通り

3) 千
の位

百
の位

十
の位

一
の位

　 　 　 　

2 通り
それぞれ

2 通り
それぞれ

2 通り
それぞれ

2 通り

結果，いずれも 2 × 2 × 2 × 2 = 16通りと分かる．

【例題 15】 A ， B ， C の 3 枚のカードから 1 枚引いて記 1 枚目 2 枚目 3 枚目 4 枚目
　 　 　 　

ア 通り
それぞれ

イ 通り
それぞれ

ウ 通り
それぞれ

エ 通り

並べ方は全部で オ 通り

録し，元に戻す操作を 4 回行った．右の 　　 にあてはまる

数字を答えよ．

重複順列

n通りの可能性のある操作を，r 回繰り返したときに得られる順列を重複順列といい，その場合の数は

n × n × · · · × n︸            ︷︷            ︸
r 回

= nr 通りである．
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【練習 16：重複順列】
(1) 表と裏があるコインを 6回振るときの，出た目の順列は何通りあるか．

(2) A ， B ， C ， D の 4枚のカードから，1枚引いて元に戻す操作を 3回行ったとき，引いたカー

ドの順列は何通りあるか．

(3) 5人 1組のグループ 3組から，リーダーを 1人ずつ選ぶ方法は何通りあるか．

(4) 1, 2, 3のみを用いた，4桁・以・下の整数は何通りあるか．

B. 重複順列に置き換えられる問題

たとえば，集合 A = {1, 2, 3, 4}の部分集合は，何通りあるか考えてみよう．
Aの部分集合には，{1, 2}, {1, 3}, {2, 3, 4}, ∅, {1, 2, 3, 4}などがあるが，これらを，右図の方法で順

{1, 2} ⇐⇒ ○ ○ × ×

{1, 3} ⇐⇒ ○ × ○ ×

{2, 3, 4} ⇐⇒ × ○ ○ ○

∅ ⇐⇒ × × × ×

{1, 2, 3, 4} ⇐⇒ ○ ○ ○ ○

Ａの部分集合 ⇐⇒ １の
有無

２の
有無

３の
有無

４の
有無

列に対応させることができる．結局

「Aの部分集合を挙げる」

⇐⇒「○か×を 4回並べる」

ことは 1対 1に対応し，「Aの部分集合の数」と「○か×を 4

回並べる重複順列の場合の数」は一致する．つまり，Aの部

分集合は 24 = 16通りあると求められる．

【例題 17】 集合 X = {a, b, c, d, e}の部分集合は何通りあるか．
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2. 順列 nPr

A. 繰り返しのない順列

次の 2つの問題について，樹形図を書いて，何通りあるか考えてみよう．

1) 1, 2, 3, 4が書いてある 4本の旗のうち，3本を用いた旗の並べ方は何通りあるか．

2) A ， B ， C ， D の 4枚のカードのうち，3枚を用いてできる順列は何通りあるか．

3) 1から 4を重複なく使ってできる，3桁の整数は何通りあるか．

4) 出席番号 1から 4の 4人から，班長，副班長，補佐を決める方法は何通りあるか．

1) 1
本目

— 2
本目

— 3
本目

1

2 3
4

3 2
4

4 2
3

2

1 3
4

3 1
4

4 1
3

3

1 2
4

2 1
4

4 1
2

4

1 2
3

2 1
3

3 1
2

2) 1
枚目

— 2
枚目

— 3
枚目

A

B C
D

C B
D

D B
C

B

A C
D

C A
D

D A
C

C

A B
D

B A
D

D A
B

D

A B
C

B A
C

C A
B

3) 百
の位

—十
の位

—一
の位

1

2 3
4

3 2
4

4 2
3

2

1 3
4

3 1
4

4 1
3

3

1 2
4

2 1
4

4 1
2

4

1 2
3

2 1
3

3 1
2

4) 班長—副
班長

—補佐

1

2 3
4

3 2
4

4 2
3

2

1 3
4

3 1
4

4 1
3

3

1 2
4

2 1
4

4 1
2

4

1 2
3

2 1
3

3 1
2

⇓ 簡略化 ⇓ 簡略化 ⇓ 簡略化 ⇓
1)

1
本目

2
本目

3
本目

　 　 　

4 通り
それぞれ

3 通り
それぞれ

2 通り

2)
1
枚目

2
枚目

3
枚目

　 　 　

4 通り
それぞれ

3 通り
それぞれ

2 通り

3)
百
の位

十
の位

一
の位

　 　 　

4 通り
それぞれ

3 通り
それぞれ

2 通り

4)

班長
副
班長 補佐

　 　 　

4 通り
それぞれ

3 通り
それぞれ

2 通り

結果，いずれも 4 × 3 × 2 = 24通りと分かる．

特に，1)から 3)の問題はいずれも「4つの異なるものから，重複なしに 3つを一列に並べる」操

作によって得られる．

【例題 18】 A ， B ， C ， D ， E の 5枚のカードから 1枚ずつ引 1 枚目 2 枚目 3 枚目
　 　 　

ア 通り
それぞれ

イ 通り
それぞれ

ウ 通り

並べ方は全部で エ 通り

いて記録する操作を 3 回行った．右の 　　 にあてはまる数字を答

えよ．ただし，一度引いたカードは元に戻さないとする．

—13th-note— 1A.2 異なるものが作る順列· · · 11



【練習 19：順列～その１～】
1から 6までのカードが 1枚ずつ，計 6枚ある．次の順列は何通りあるか．

(1) 2枚を用いた順列 (2) 3枚を用いた順列 (3) 4枚を用いた順列

B. 順列 nPr

ここまで学んだ順列の場合の数は，記号 nPr を用いて表されることがある*2．

順列 nPr の定義

「n 個の異なるものから r 個を用い 1 番目 2 番目 3 番目 · · · · · · r − 1 番目 r 番目

　 　 　 · · · · · · 　 　

n 通り それぞれ
n − 1 通り

それぞれ
n − 2 通り · · · · · ·

それぞれ
n−(r−2)通り

それぞれ
n−(r−1)通り

て一列に並べる順列」の場合の数を，

記号
エヌピーアール

nPr で表す（自然数 n と r は

n ≧ rとする）．

右上の図から，
エヌピーアール

nPr = n(n − 1)(n − 2) · · · (n − r + 2)(n − r + 1)︸                                               ︷︷                                               ︸
n から始まる r 個の数の積

で計算できる．

たとえば，p.11の 1)から 4)はすべて，
よんピーさん

4P3 = 4 · 3 · 2︸  ︷︷  ︸
4 から始まる
3 個の数の積

= 24である．

【例題 20】

1. 1, 2, 3, 4, 5, 6の 6個の数字を使ってできる 3桁の整数は，
ア

P
イ
= ウ 通りある．

2. 5色の旗を 1列に並べるときの場合の数は
エ

P
オ
= カ 通りある．

*2 ただし，nPr はあまり有用な記号ではない．応用範囲が狭く，後に学ぶ記号 nCr と混同しやすい．順列の問題は，これまで通り

『積の法則』(p.3) で処理するのがよい．

12 · · · 第 1章 場合の数と確率 —13th-note—



C. 階乗 n!
階乗 n!の定義

「異なる n個・す・べ・てを一列に並べる順列」の場合の数を nの階乗 (factorial) といい，n!で表す．

（例）

1! = 1
2! = 2 · 1 = 2
3! = 3 · 2 · 1 = 6
4! = 4 · 3 · 2 · 1 = 24

下の図から，n! = n · (n − 1) · · · · · 2 · 1︸                    ︷︷                    ︸
1 から n までの自然数の積

となる．

1 番目 2 番目 3 番目 · · · · · · n − 1 番目 n 番目

　 　 　 · · · · · · 　 　

n 通り それぞれ
n − 1 通り

それぞれ
n − 2 通り · · · · · ·

それぞれ
2 通り

それぞれ
1 通り

0を含む順列，階乗は，nP0 = 1, 0! = 1と定義される*3．

【例題 21】 7P3, 10P5, 6!, 13P0 の値を計算せよ．

掛け算の順番に気をつけて，順列 nPr の値を計算しよう．たとえば

8P4 = 8 · 7 · 6 · 5 = 56 · 6 · 5 = 336 · 5 = 1680

8P4 = 8 · 7 · 6 · 5 = 56 · 30 = 1680

のように，5と偶数を利用して計算すると，手間が大きく変わる．

D. 順列 nPr と重複順列

同じものを繰り返し用いるときは重複順列になるため，順列 nPr を用いることはできない．

【例題 22】 7色の絵の具で 3つの場所を塗る．次の 2つの場合について 　　 に数字を入れよ．

1. 同じ色を使わず塗る場合は

１つ目 ２つ目 ３つ目

　 　 　

ア 通り
それぞれ

イ 通り
それぞれ

ウ 通り

であるから，全部で エ 通りある．

2. 同じ色を使って塗る場合は

１つ目 ２つ目 ３つ目

　 　 　

オ 通り
それぞれ

カ 通り
それぞれ

キ 通り

であるから，全部で ク 通りある．

*3 直感的には，次の関係からも簡単に確認できる．

÷4 ÷3 ÷2 ÷1

4! 3! 2! 1! 0!

÷(n − 2) ÷(n − 1) ÷n

nP3 nP2 nP1 nP0

また，「n 個のものから 0 個を用いて並べる」順列も，「異なる 0 個すべてを一列に並べる」順列も，「何も並べない」という 1
通りしか存在しないことから理解することもできる．
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E. 順列と和の法則・積の法則

【練習 23：条件を満たす整数の個数～その１～】
(1) 1から 7までの数字を重複なく用い，4桁の数字を作る．

1) 千の位が 5である整数は何通りか． 2) 5000以上の整数は何通りか．
3) 一の位が 2である整数は何通りか． 4) 偶数は何通りか． 5) 奇数は何通りか．

(2) 1から 7までの数字を用いて，4桁の数字を作る．ただし，同じ数字を繰り返し用いてよい．

1) 偶数は何通り作れるか． 2) 5の倍数は何通り作れるか．

3) 6666より大きな数は何通り作れるか．

【練習 24：条件を満たす整数の個数～その２～】
0から 5までの数字を重複なしに使って，3桁の数字を作る．

(1) 一の位が 0のとき，何通りの数字作れるか． (2) 一の位が 2のとき，何通りの数字作れるか．

(3) 偶数は何通り作れるか． (4) 5の倍数は何通り作れるか．
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【練習 25：色塗りの方法の個数】
右の A、B、C、D、Eに、辺の隣り合う 2ヶ所は色が異なるよう、色を塗る。

A

B

C

D E
(1) 4色をすべて使い、A、Eが同じ色になるよう塗るならば、塗り方は何通りか。

(2) 4色をすべて使う塗り方は何通りか。

【練習 26：並べ方に条件のある順列～その１～】
1から 7までの 7つの数を一列に並べる．

(1) 6と 7が隣り合うものは何通りあるか． (2) 5と 6と 7が隣り合うものは何通りあるか．

(3) 両端が 1と 2になるものは何通りあるか．
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【 発 展 27：並べ方に条件のある順列～その２～】

男子 5人と女子 4人を一列に並べる．

1 男子は男子で，女子は女子で固まる並べ方は何通りあるか．

2 男子のみ固まる並べ方は何通りあるか．

3 両端が女子になる並べ方は何通りあるか．

4 どの女子どうしも隣り合わないような並べ方は何通りあるか．

ものを並べる問題で，“隣り合う”ものを考える場合には，その隣り合うものをひとまとめにして

考えるとよい．

一方，ものを並べる問題で，3つ以上のものが“隣り合わない”ものを考える問題では，隣り合っ

てもよいものを先に並べるとよい場合が多い．
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3. 円順列と商の法則

A. 円順列とは

円順列 (circular permutation) とは，複数のものを円形に並べることを意味する．ただし，下の 1⃝から 4⃝
のように，回転させて同じになる場合はすべて同じ並べ方とみなす．

1⃝ 　 A

B

C

D

回転 2⃝ 　 B

C

D

A

回転

3⃝ 　 C

D

A

B

回転

4⃝ 　 D

A

B

C

回転

円順列を考えるときは，どれか 1つを固定して，他を並べればよい．

たとえば， A , B , C , D を円形に並べ方法を考えるとき，どんな円形の並べ A

　

　

　

←固定

方も，回転させて A を一番上の位置にできる．

そこで， A を固定し，他の B , C , D を並べればよい．結局， B , C , D の 3

つを 3ヶ所に並べる順列となり，3!で求められる．

以上の結果は，次のようにしてまとめられる．

円順列

「n個のものを円形に並べた列」のことを，n個の円順列 (circular permutation)といい，n個のものが

すべて区別できる場合，(n − 1)!通りの並べ方がある．

円順列の問題では「誰か 1人を固定」して考えるようにしよう．

【例題 28】
1. 5人が円形に並ぶ方法は何通りあるか．

2. 6個の区別できる石を円形に並べるとき，その円順列は何通りあるか．

【例題 29】円形のテーブルがある．ここに，男子 3人と女子 3人が男女・交・互に座る場合の数を考える．

男子のうち 1人を固定すると，残り 2人の座り方は ア 通りある．男子がどのように座っても，女子 3

人の座り方は イ 通りある．よって，求める場合の数は ウ 通りと分かる．
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【例題 30】 A , B , C の 3枚による円順列を考える． A の位置を固定して，作ることのできる円順列

をすべて図示しなさい．

【練習 31：円順列～その３～】
両親と 4人の子供，計 6人が円形のテーブルに座る．ただし，回転して一致する座り方は同じとする．

(1) 座り方は全部で何通りか． (2) 両親が真正面に向かい合う座り方は何通りか．
(3) 両親が隣り合う座り方は何通りか．

【 発 展 32：正四面体の順列】

正四面体の 4つの面に番号を 1から 4までつけるとき，番号のつけ方は何通りか．ただし，回転して一

致する場合は，同じ番号のつけ方とする．
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B. ネックレス順列（数珠順列）

○，△，▲，■の 4 つの石を使ってネックレスを作る ○

△

▲

■ と

○

■

▲

△ ⇒ネックレス

その 1

○

▲

△

■ と

○

■

△

▲ ⇒ネックレス

その 2

○

△

■

▲ と

○

▲

■

△ ⇒ネックレス

その 3

円順列（３！通り）

÷２⇒ネックレス

順列

方法が何通りあるか考えよう．

• まず，4つの石○，△，▲，■を円順列に並べる．

これは，(4 − 1)!通りである．

• 表裏の関係にある円順列は，同じネックレスにな
るので，円順列 2つずつが同じになる．

(4 − 1)! 通り

2通りずつ
同じになる

○△▲■

円順列
ネックレス

順列

こうして，(4 − 1)! ÷ 2 = 3通りのネックレスを作ることができると分かる．
ネックレス順列（数珠順列）

「裏返すことが可能な，n 個のものを円形に並べた列」の

(n − 1)! 通り

2通りずつ
同じになる

n個の異なるもの

円順列
ネックレス

順列

ことを，n個のネックレス順列 (nacklace permutation) ま

たは
じ ゅ ず

数珠順列 (beads permutation)といい，n個（2 ≦ n）の

ものがすべて区別できる場合，
(n − 1)!

2
通りある．

【 暗記 33：ネックレス順列と商の法則】

7個の異なる玉から作る順列について，以下の 　　 に適当な値・式を入れなさい．

ア 通り

イ 通りずつ

同じになる

7個の異なる玉

円順列
ネックレス

順列
← ウ ÷ エ = オ 通り

C. 商の法則～同じ結果になるものをまとめる

商の法則

2つの事象 X’，Xについて，X’の起こり方が a通り，・事・象・X’・の・x・通・り

a 通り

x通りずつ
同じになる

a
x
通り

ｎ個の異なるもの

事象Ｘ’ 事象Ｘ

・
ず
・
つ
・
を
・
ま
・
と
・
め
・
て事象 Xになるならば

事象 Xが起こる場合は a
x
通り

ある．このことを商の法則 (division law)という．
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1A.3 組合せ nCrとその応用

1. 組合せ nCr

A. 順列と組合せ

「5 枚のカード A ， B ， C ， D ， E のうち 3 枚を

A B C ， A C B

B A C ， B C A

C A B ， C B A

⇒ (
A , B , C

)

A B D ， A D B

B A D ， B D A

D A B ， D B A

⇒ (
A , B , D

)
...

順列（5P3 通り）
÷３！⇒

...

組合せ

5P3 通り

3! 通りずつ
まとめる

A , B , C , D , E

３枚の

順列

３枚の

組合せ

使った組合せは何通りか」という問題は次の 2段階に分け

て考えることができる．

• A ， B ， C ， D ， E の 5 枚のうち 3 枚を使っ

た順列を考えると，5P3 = 5 · 4 · 3通りある．
• 順列としては異なるが，組合せとしては同じになる
ものが，3!通りずつある．

つまり，商の法則から次のように求めることができる．

5P3

3!
=

5 · 4 · 3
3!

=
5 · 4 2 · 3
3 · 2 · 1 = 10通り

【例題 34】 1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6 のカードが 1枚ずつ，計 6枚ある．

1. 1 2 3 という順列は，組合せとしては 1 3 2 と同じである．

他に， 1 2 3 と同じ組合せになる順列を，辞書順ですべて挙げよ．

2.

ア 通り

イ 通りずつ

同じになる

1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6

３枚の
順列

３枚の
組合せ

← ウ ÷ エ = オ 通り

左の表の 　　 に当てはまる値（または，式）を答え

なさい．

3.

カ 通り

キ 通りずつ

同じになる

1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6

２枚の
順列

２枚の
組合せ

← ク ÷ ケ = コ 通り

次に，この 6枚から 2枚選ぶとき，左の表の 　　 に

当てはまる値（または，式）を答えなさい．
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B. 組合せ nCr

組合せ nCr の定義

「n個の異なるものから r 個を選ぶ組合せ (combination) 」の場合の数を，記号
エヌシーアール

nCr で表し，次で

nPr 通り

r! 通りずつ
まとめる

ｎ個の異なるもの

順列 組合せ

計算できる*4（nと rは n ≧ rである正の整数とする）．

nCr =
nPr

r!
=

n から始まる r 個の数の積︷                                               ︸︸                                               ︷
n(n − 1)(n − 2) · · · (n − r + 2)(n − r + 1)

r(r − 1)(r − 2) · · · · 2 · 1︸                        ︷︷                        ︸
r から 1 までの積

たとえば，「12人の班から 3人を選ぶ組合せ」の場合の数は 12C3 であり，これは

12C3 =

12 から始まる
3 個の数の積︷       ︸︸       ︷

12 · 11 · 10
3 · 2 · 1︸  ︷︷  ︸

3 から 1 までの積

=
124 2

· 11 · 10
3 · 2 · 1 = 2 · 11 · 10 = 220 と計算できるので，220通りである．

【例題 35】 5C2, 10C3 の値をそれぞれ求めよ．

【例題 36】次の 　　 に当てはまる数字を答えなさい．

1. 15人のクラスから 2人の委員を選ぶ組合せの場合の数は，
ア

C
イ
= ウ 通りある．

2. 8個の異なる石から 4個の石を選ぶ組合せの場合の数は，
エ

C
オ
= カ 通りある．

3. 異なるボールが 20個入った袋から 3個を選ぶ組合せの場合の数は，
キ

C
ク
= ケ 通りある．

nCr を計算するときは，約分の方法を工夫するようにしよう．

*4 次の等式も成り立つ．ただし，nCr の値を計算するときには必要がない．

nCr =

n から始まる r 個の数の積︷                                     ︸︸                                     ︷
n(n − 1) · · · (n − r + 2)(n − r + 1)

r(r − 1) · · · · 2 · 1︸               ︷︷               ︸
r から 1 までの積

=

n から 1 までの積︷                                                           ︸︸                                                           ︷
n(n − 1) · · · (n − r + 1)(n − r)(n − r − 1) · · · · 2 · 1

r(r − 1) · · · · 2 · 1︸               ︷︷               ︸
r から 1 までの積

(n − r)(n − r − 1) · · · · 2 · 1︸                            ︷︷                            ︸
n − r から 1 までの積

=
n!

(n − r)!r!
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【練習 37：nCr の計算練習】

(1) 5C2, 10C3, 20C2 の値をそれぞれ求めよ．

(2) 30人のクラスの中から，3人の委員を選ぶ方法は何通りあるか．

(3) 10個の点から 4点を選ぶ方法は何通りあるか．

C. nC0, nCn の値

nC0 の値も*5，nCn の値も*6，必ず 1になる．たとえば，10C0 = 1, 10C10 = 1である．

D. 等式 nCr = nCn−r

たとえば，10人の集まりから 7人を選ぶとき，次のどちらを行ってもよい．

10C7 =
10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4
7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1

= 10C3
• 選ばれる 7人を決める，これは 10C7 通りある．

• 選ばれない 3人を決める，これは 10C3 通りある．

結局，10C7 = 10C3 である．これは，右の計算式からも分かり，一般には，nCr = nCn−r が成り立つ*7．

rが nの半分より大きい値の場合は，nCr でなく nCn−r を計算するとよい．

【例題 38】
1. 3C0, 4C4 の値をそれぞれ求めよ． 2. 100C98 = 100C

ア
= イ

3. 12C10, 20C17 の値をそれぞれ求めよ． 4. 13人の中から 9人を選ぶ方法は何通りか．

*5
nC0 =

nP0
0!
=

1
1
= 1 である．これは，「n 個のものから 0 個を選ぶ」方法は「何も選ばない」という 1 通りしか存在しないこ

とからも理解することができる．

*6
nCn =

nPn
n!
=

n!
n!
= 1 である．これは，「n 個のものから n 個を選ぶ」方法は「すべてを選ぶ」という 1 通りしか存在しないこ

とから理解することができる．

*7 n 個の異なるものから r 個を選ぶとき，「選ばれる r 個を決める」ことと「選ばれない n − r 個を決めること」は 1 対 1 に対応
することからも理解できる．
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E. 組合せに置き換えられる問題

右図には直線が 4本，平面上に引かれている．この 4本の直線が作る
l

n

m
A

B

交点の数は，組合せを用いて求めることができる．

まず，2本の直線を選ぶと，交点が 1つ決まる．たとえば

交点 Aを選ぶ⇐ 直線 l, mを選ぶ

逆に，交点を 1つ選ぶと，交点を作る 2直線が決まる．

交点 Bを選ぶ⇒ 直線 m, nを選ぶ

こうして，「直線の交点の数」=「直線 2本の選び方」と分かる．「直線 2 本の選び方」は 4C2 通り なので，

「直線の交点の数」は 6点あると求められる．

【例題 39】平面上に，どの 2本を選んでも互いに平行でない，8本の直線が引かれている．ただし，ど

の 3本も 1点で交わらないものとする．

1. この平面上で直線の交点を 1つ選ぶことは，ア 本の直線を選ぶことと一致する．よって，この平

面上に，直線の交点は イ 個ある．

2. この平面上で三角形を 1つ選ぶことは，ウ 本の直線を選ぶことと一致する．よって，この平面上

に，三角形は エ 個ある．

F. 組合せと和の法則・積の法則

【例題 40】男子が 5人，女子が 5人いる中で，4人を選ぶ場合の数について以下の問に答えよ．

1. 男子から 2人，女子から 2人選ぶときの場合の数は何通りか．

2. 男子から 2人以上選ぶ場合の数は何通りか．
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【練習 41：四角形・対角線】
(1) 右図のように，横に 4本，縦に 7本の直行する平行線が引かれている．

この中に長方形はいくつあるか求めよ．

(2) 正十角形の対角線の本数を求めよ．

G. 組分けの問題～組合せと商の法則

【例題 42】 10人を次のように分ける方法は何通りあるか．

1. 7人，3人に分ける． 2. 5人，3人，2人に分ける．

組分けの問題においては，人数の少ない組から nCr を計算するとよい．
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たとえば，8人を組分ける方法として，次の 2通りを考えてみよう．

1) グループ Aに 4人，グループ Bに 4人に分ける．

8人から，グループ Aの 4人を選ぶ方法は 8C4，残りはそのままグループ Bになるので，8C4 = 70通り．

2) 4人 2組に分ける．

8人を a, b, c, d, e, f , g, hとする．ここで，次の組分け i.，ii.を考えよう．

8C4 · 4C4 通り

2! 通りずつ
まとめる

a, b, c, d, e, f , g, h

Ａに４人
Ｂに４人

４人２組
に分ける

i. 初めの 4人において (a, b, c, d)を選ぶ

→ (a, b, c, d)と (e, f , g, h)の 2組

ii. 初めの 4人において (e, f , g, h)を選ぶ

→ (e, f , g, h)と (a, b, c, d)の 2組

上の i.，ii.の組分けは 1)においては異なる．

しかし 2)においては，i.，ii.の組分けは同じになる．結局，右上の表を書くことができ，商の法則によっ

て 8C4 · 4C4 ÷ 2! = 35通りと求められる．

組分けの問題は，「各グループが区別できる場合」を基本に考えるとよい．この場合が，もっとも

簡単に計算できるからである．

【練習 43：組分け】
10人を次のように分ける方法は何通りあるか．

(1) 5人，5人に分ける． (2) 4人，3人，3人に分ける．

(3) 2人，2人，2人，2人，2人に分ける．
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2. 同じものを含むときの順列

A. 同じものを含むときの順列

A , A , A , B , B , C , C の 7 枚を 1 列に並べる順列が何通 1
枚目

2
枚目

3
枚目

4
枚目

5
枚目

6
枚目

7
枚目

　 　 　 　 　 　 　

↑
３通り？？

りあるのか考えてみよう．

これを，通常の順列のように考えることはできない．7枚のカー

ドがあるが，カードは 7種類ではないからである．

B. 組合せ nCr を用いて考える

カード置き場を 7ヶ所用意しておく． 7 つのカード置き場をまず用意しておく

7 つの置き場から 2 つ選び
C を配置する（7C2 通り）

残り 5 つの置き場から 2 つ選び
B を配置する（5C2 通り）

残り 3 つの置き場へは
A を配置する（3C3 通り）

B A C A A B C

B C B C

C C

まず，2枚の C の置き場を選ぶ（7C2 通り）．

いずれの場合も，残りの置き場は 5ヶ所ある．

ここから，2枚の B の置き場を選ぶ（5C2 通り）．

どの場合でも，残りの置き場は 3ヶ所あるから，

3枚の A を入れる（3C3 通り）．

以上から，7枚のカード A ， A ， A ， B ， B ， C ， C を

1列に並べる順列は『積の法則』(p.3)によって，次で計算できる．

7C2 × 5C2 × 3C3

=
7 · 6
2 · 1 ×

5 · 4
2 · 1 ×

3 · 2 · 1
3 · 2 · 1 = 210 通り

Aの置き場，Bの置き場，Cの置き場の順で決めてもよいが，7C3 × 4C2 × 2C2 は計算量が多くな

る．一般に，数の少ないものから場所を決めるとよい．

【例題 44】次の場合の数を，上の方法で求めなさい．
1. 8つの数字 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3を一列に並べる方法が何通りあるか．

2. 7つのアルファベット S，C，I，E，N，C，Eを一列に並べる方法が何通りあるか．
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C. 商の法則を用いて考える

まず， A1 , A2 , A3 , B1 , B2 , C1 , C2 の 7枚を並 まず A1, A2, A3, B1, B2, C1, C2 の 7 枚を並べる

（並べ方は 7! 通りある）

A1, A2, A3 の区別をなくす

（3! 通りずつまとめる）

B1, B2 の区別をなくす

（2! 通りずつまとめる）

C1, C2 の区別をなくす

（2! 通りずつまとめる）

÷3!

÷2!

÷2!

B A C A A B C

B A C1 A A B C2

B2 A C1 A A B1 C2

B2 A2 C1 A3 A1 B1 C2

べる順列を考える．これは，7!通りある．

次に， A1 , A2 , A3 の 3枚をすべて A に戻す．これ

によって，3!通りずつまとめられる．

さらに， B1 , B2 の 2 枚をすべて B に戻す．これに

よって，2!通りずつまとめられる．

最後に， C1 , C2 の 2 枚をすべて C に戻す．これに

よって，2!通りずつまとめられる．

以上から，商の法則によって次のように求められる．

7! ÷ 3! ÷ 2! ÷ 2! = 7!
3! · 2! · 2!

=
7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1

(3 · 2 · 1) · (2 · 1) · (2 · 1)
= 210通り

【例題 45】次の場合の数を，上の方法で求めなさい．
1. 8つの数字 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3を一列に並べる方法が何通りあるか．

2. 7つのアルファベット S，C，I，E，N，C，Eを一列に並べる方法が何通りあるか．

同じものを含む順列の計算

「k個の同じもの，l個の同じもの，m個の同じもの」による順列の総数は

• 「組合せ nCr を用いて」k+l+mCk × l+mCl × mCm 通りと求められる．

• 「商の法則を用いて」 (k + l + m)!
k!l!m!

通りと求められる．

これら 2つの結果は，次のようにして等しいことが分かる．

k+l+mCk × l+mCl × mCm =
(k + l + m)!
(l + m)!k!

× (l + m)!
m!l!

× m!
0!m!

=
(k + l + m)!

k!l!m!

どちらのやり方も，4種類以上のものを含む順列にも応用できる．

上の計算は「なぜそうなるのか」を理解していないと，やり方を忘れてしまいやすい．
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【例題 46】 1 ， 1 ， 1 ， 2 ， 2 ， 2 ， 3 ， 3 を 1列に並べる方法を，次の 2通りで求めたい．

1. 「組合せを用いて求める」

8 つのカード置き場をまず用意しておく

2 ヶ所選んで 3 を配置
（
ア

C
イ
通り）

3 ヶ所選んで 2 を配置
（
ウ

C
エ
通り）

残りの置き場へは 1 を配置
（
オ

C
カ
通り）

2 1 3 2 1 1 2 3

2 3 2 2 3

3 3

以上より，計算式 キ によって ク 通りと

求められる．

2. 「商の法則を用いて求める」

まず 1A, 1B, 1C , 2A, 2B, 2C , 3A, 3B の 8 枚を並べる

（並べ方は ケ 通りある）

1A, 1B, 1C の区別をなくす

（ コ 通りずつまとめる）

2A, 2B, 2C の区別をなくす

（ サ 通りずつまとめる）

3A, 3B の区別をなくす

（ シ 通りずつまとめる）

2 1 3 2 1 1 2 3

2 1 3A 2 1 1 2 3B

2B 1 3A 2C 1 1 2A 3B

2B 1B 3A 2C 1C 1A 2A 3B

以上より，計算式 ス によって セ 通りと

求められる．

「組合せ nCr を用いて」解く方が仕組みを理解しやすいが，「商の法則を用いて」解く方が計算し

やすい．今後このテキストでは，主に「商の法則を用いて」解いて話を進める．

【練習 47：同じものを含む順列～その１～】
(1) a, a, a, b, bを並び替えるとき，何通りの並べ方があるか．

(2) 1, 2, 3を 2個ずつ用いてできる 6桁の整数は何通りあるか．

(3) S，U，U，G，A，K，U，Aを並び替えるとき，何通りの並べ方があるか．
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D. 同じものを含む順列の応用～最短経路の数

右図のように，東西に走る道路と南北に走る道路があるとき，A地点から B地

A

B北

南

西 東点への最短経路について考えよう．

ここで，北に 1区画進むことを↑，東に 1区画進むことを→で表すとすれば，

すべての最短経路を↑と→で表すことができる．

A

B

⇒「↑→→→↑↑→」
A

B

⇒「→→↑→→↑↑」

逆に，右の例のように，「↑ 3つと→ 4つが作る順列」を 1つ決めれば， 「→→→↑↑↑→」

⇓

A

B

最短経路はただ 1つに決まる．こうして，「Aから Bまでの最短経路」は，

「↑ 3つと→ 4つの順列」と 1対 1に対応し

7!
3!4!

= 21通り（または 7C3 = 21通り） ←『同じものを含む順列の計算』を用いた

と求めることができる．

【例題 48】右図のように，東西に走る道路と南北に走る道路がある．A地点から

A

B
北

南

西 東
B地点への最短経路について以下の問に答えよ．

1. A地点から「↑↑→→→↑→→↑」と進んだときの経路を図示しなさい．

2. 右図の太線のように進んだときの経路を「↑」「→」を用いて表しなさい．

3. A地点から B地点まで進むには「↑」へ ア 回，「→」へ イ 回進めばよい

ので，最短経路の場合の数は ウ 通りであると分かる．

【例題 49】右図のように，東西に走る道路と南北に走る道路がある．

A

B

C
1. Aから Cへの最短経路は全部で何通りあるか求めよ．

2. Cから Bへの最短経路は全部で何通りあるか求めよ．

3. Aから Cを通って Bへ進む最短経路は全部で何通りあるか求めよ．
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【練習 50：最短経路】
右図のように，東西に走る道路と南北に走る道路がある．A地点から B地

A

B

C

D

北

南

西 東

点への最短経路について以下の問に答えよ．

(1) 最短経路は全部で何通りあるか求めよ．

(2) C 地点を通る最短経路は何通りあるか．また，D 地点を通る最短経路

は何通りあるか，それぞれ求めよ．

(3) C地点または D地点を通る最短経路は何通りあるか求めよ．
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E. 発 展 重複順列の応用問題

【 発 展 51：同じものを含む円順列】

1 aを 1つ，bを 2つ，cを 3つ，計 6つの文字を円形に並べるとき，何通りの並べ方があるか．

2 a，b，cをそれぞれ 2つずつ，計 6つの文字を円形に並べるとき，何通りの並べ方があるか．

【 発 展 52：同じものを含む順列～その２～】

7つの数字 1，1，1，2，2，3，3を用いてできる 4桁の数字を考える．

1 1213や 2311のように，3種類の数字をすべて使ってできる数字は何通りあるか．

2 4桁の数字は全部で何通りできるか．
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3. 重複組合せ

A. ○と｜のモデル

次の問題を考えてみよう．

3種類の果物，りんご，かき，なしを使って，7個入りの果物かごを作る．

1つも入らない種類があってもよいとすると，何通りの果物かごができるか．

この問題は，「○と｜のモデル」への置き換えによって解くことができる．7つの○を 2つの｜で区切り

りんご 2個，かき 3個，なし 2個

⇐⇒ ○○｜○○○｜○○

りんご 4個，かき 0個，なし 3個

⇐⇒ ○○○○｜｜○○○

一番左の○の数をりんごの数

真ん中の○の数をかきの数

一番右の○の数をなしの数

とすれば，「果物かごの種類の数」と「○ 7つと｜ 2つの順列」

は一致する．よって，「果物かごの種類の数」は，『同じものを含む順列』(p.26)によって 9!
7!2!

= 36通り

あると分かる（または，9C2 = 36通り）．

【例題 53】 8個の区別しないアメを 3人に分ける．1個もアメをもらえない人がいてもよいとする．

1. 上の○と｜のモデルにおいて「○○｜○○｜○○○○」と対応する分け方は，

Aが ア 個，Bが イ 個，Cが ウ 個である．

2. 上の○と｜のモデルにおいて「｜○○○○｜○○○○」と対応する分け方は，

Aが エ 個，Bが オ 個，Cが カ 個である．

3. Aが 3個，Bが 5個，Cが 0個のときを，○と｜のモデルで表せ．

4. アメの分け方は何通りあるか．

重複組合せ

n 種類のものを，重複を許して組み合わせて，r 個にすることを，
ちょうふく

重複組合せ (combination with

repetitions) という．組合せに選ばれない種類があってもよいならば，r 個の○と，n − 1個の｜を用い

た「○と｜のモデル」を用いて，場合の数を求められる．
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B. すべての種類を含む重複組合せ（資源配分）

重複組合せにおいて，すべての種類が 1つは選ばれないといけない場合を考えよう．

3種類の果物，りんご，かき，なしを使って，7個入りの果物かごを作る．

どの種類も最低 1個含めるとすると，何通りの果物かごができるか．

この問題は，次のように考えればよい．
(B)が○○｜○｜○ のとき

りんご 2 個，かき 1 個，なし 1 個
(A) と合わせて
りんご 3個，かき 2個，なし 2個

(B)が｜○○○｜○ のとき

りんご 0 個，かき 3 個，なし 1 個
(A) と合わせて
りんご 1個，かき 4個，なし 2個

(A) はじめに，りんご，かき，なしを 1個ずつ入れる．

(B) 次に，りんご，かき，なしを，合わせて 4個入れる．こ

のときは，1つも入らない種類があってもよい．

(A) の入れ方は 1 通りしかないので，(B) の入れ方が何通り

であるか求めればよい．

(B)の入れ方は，○ 4つと｜ 2つの順列を考えればよいので

6!
4!2!

= 15通り または 6C2 = 15通り

【例題 54】 8個の区別しないアメを 3人に分ける．どの人も最低 1個はアメをもらう場合，分け方は何

通りあるか．

C. 整数問題への応用

○と｜のモデルを用いて，「x + y + z = 7となる 0以上の整数の組 (x, y, z)の個数」を求めることができ

x = 2, y = 3, z = 2
⇐⇒ ○○｜○○○｜○○

x = 4, y = 0, z = 3
⇐⇒ ○○○○｜｜○○○

る．○ 7個と｜ 2つを横一列に並べ

一番左の○の数を xの値

真ん中の○の数を yの値

一番右の○の数を zの値

とすれば，「(x, y, z)の組」と「○ 7個と｜ 2つの順列」は 1対 1に対応する．つまり， 9!
2!7!

= 36通り．

【例題 55】
1. x + y + z = 12を満たす 0以上の整数の解 (x, y, z)の個数を求めよ．

2. a + b + c + d = 10を満たす 0以上の整数の解 (a, b, c, d)の個数を求めよ．
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【練習 56：重複組合せと不定方程式*8】

(1) 10個のボールを 3つの箱に配分する．

1) すべての箱に少なくとも 1個のボールを入れる方法は何通りあるか．

2) 1個も入っていない箱があってもよいとすると，配分の方法は何通りあるか．

(2) p + q + r + s = 15を満たす 0以上の整数の組 (p, q, r, s)の数を求めよ．

D. 発 展 ○と｜のモデルの応用

【 発 展 57：整数問題～その１～】

p + q + r + s = 15を満たす・自・然・数・の組 (p, q, r, s)の数を求めよ．

【 発 展 58：整数問題～その２～】

p + q + r ≦ 10を満たす 0以上の整数の組 (p, q, r)の数を求めよ．

*8 一般に，整数係数の多項式を 0 とおいた（連立）方程式のうち，整数解のみを求めることを不定方程式を解くという．
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B 確率

1B.1 確率の基礎

1. 確率とは何か

中学で学んだように，「さいころを 1個振って偶数の目が出る確率」は 1
2
であった．このことを詳しく考

えてみよう．

A. 確率－ 1回あたり何回起こるのか

「さいころを 1個振った」結果， � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� �
のいずれかが起こる．

1

23
4

5

6
A

U
これを集合のように書き出し，U で表すと

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6} , n(U) = 6

となる．このうち，「偶数の目が出る」場合を Aで表わすと

A = {2, 4, 6} , n(A) = 3

となる．
たいすう

大数の法則 (law of large numbers) *9によって

「6回のうち平均 3回が，Aのどれかになる」

⇐⇒ 「1回あたり 3
6
=

1
2
回が，Aのどれかになる」

と考えることができ，この
1
2
が確率を表わしている．

【例題 59】上の例において，「出た目が 3の倍数である」場合を Bとする．

• 上のように，Bを集合で表わすと，B = ア となり，n(B) = イ である．

• 大数の法則によって，6回のうち平均 ウ 回，Bが起こる．

言いかえると，1回あたり エ 回，Bは起こる．この エ が，Bの確率である．

*9 起こり得る可能性が等しい N 通りの内の、x 通りの起こることを X とすると「N 回のうち平均 x 回が、X のどれかになる」こ
とが大数の法則である。これはチェビシェフの不等式を利用して証明されるが、高校数学の範囲を超えるので、ここでは省略す

る。
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B. 試行・事象・同様に確からしい

「さいころを 1個振る」のように，同じ条件で繰り返すことができる操作などを試行 (trial)といい，試行

して起こる事柄を事象 (event)という．前ページの例では，「 � �� �
が出る」「偶数の目が出る」などが事象に

なる．また，すべての事象をまとめて全事象 (whole event)という．前の例では，U が全事象である*10．

前ページの例ではさいころに
・
い
・
か
・
さ
・
まがないので，全事象 U はすべて等しい可能性で起こる．このこと

を，U は同様に確からしい (equally likely) という．

【例題 60】「コイン 1 枚を投げる」試行 X において，表が出る可能性と裏が出る可能性は等しいとす

る．次の 　　 に適する数字・言葉を入れなさい．

• 試行 X の全事象は ア 通りあり，どの事象も同様に イ ．

• ウ の法則から，表が出る事象は，
・
平
・
均
・
し
・
て ア 回の X につき エ 回起こる．つまり，1回あた

り オ 回起こる．

C. 確率の定義

「事象 Aの確率 (probability)」はしばしば P(A)で表わされ*11，次で定義される．

集合と確率

全事象 U が同様に確からしいとき

A
U

（事象 Aの確率）= 事象 Aの場合の数
全事象 U の場合の数

(
記号で表わすと，P(A) =

n(A)
n(U)

)
と定義する．0 ≦ P(A) ≦ 1であり，大数の法則を認めると，事象 Aの確率は「試行 1

回あたり Aは何回起こるか」の値を表す．

D. 試行を無作為に行う

選び方にいっさい意図を加えずランダムに選ぶことを「無作為に (randamly, at randam) 選ぶ」ともいう．

無作為に選んで起こる結果はすべて同じ可能性で起こり，同様に確からしいと考えてよい．

【例題 61】「7枚のカード 1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6 ， 7 から無作為に 1枚選ぶ」試行を X とする．

• 試行 X の全事象は ア 通りあり，同様に確からしく起こる．

• 「奇数を選ぶ」事象は ア 通りのうち イ 通りあるから，ウ の確率で起こる．

• 「3の倍数を選ぶ」事象は ア 通りのうち エ 通りあるから，オ の確率で起こる．

*10 ここで，「全事象」と「全事象の集合」がどちらも U で書かれている．このように，事象と，それを表わす集合には同じ文字を
用い，特に区別しない．

*11 P は，"probability"の頭文字を表わす．
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高校で学ぶ確率の問題において，断りがない限りは以下のことが仮定されている．

• さいころに・い・か・さ・まや・い・び・つはなく，どの目も出る可能性は等しい．
• ものを並べる，選ぶ，くじを引くなどは，無作為に行っているとする．
• コインの表と裏の出る確率は等しく，「コインが立つ」などの可能性は考えない．
• 「大数の法則」は正しいと考える．

E. 「場合の数」と確率

確率の計算のために，順列 nPr，階乗 n!，組合せ nCr などを用いることがある．

約分を上手に使おう．たとえば，全事象が 5!通り，事象 Aが 4!通りならば

（うまいやり方）

Aの確率は 4!
5!
=

4 · 3 · 2 · 1
5 · 4 · 3 · 2 · 1 =

1
5

（計算が大変な例）5! = 120，4! = 24

なので，確率は
24
120

=
1
5

【練習 62：「場合の数」と確率～その１～】

(1) 「無作為に 6枚のカード 1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6 を横一列に並べる」試行を X とする．

• X の全事象は「 ア の階乗」通りあり，同様に確からしく起こる．

• 「 6 が右端になる」事象は「 イ の階乗」通りあるから，確率は ウ になる．

• 「 1 と 2 が隣り合う」事象は「 エ ! × 2!」通りあるから，確率は オ になる．

(2) 試行 X：「出席番号 1番から 13番までの 13人から 3人を選ぶ」について

• 試行 X の全事象は
カ

C
キ
通りあり，同様に確からしく起こる．

• 「1番が選ばれる」事象は
ク

C
ケ
通りあるから，確率は コ である．

• 「2が選ばれ・な・い」事象は
サ

C
シ
通りあるから，確率は ス である．

上のように，13C3 = 13 · 22のようにしておくと，約分などが簡単にできる．
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【練習 63：「場合の数」と確率～その２～】
両親と子供 4人が円形のテーブルに座る．

(1) 両親が向かい合う確率を求めよ． (2) 両親が隣り合う確率を求めよ．

2. 同様に確からしい

全事象として含まれる事象一つ一つを，根元事象 (fundamental event) と言う．根元事象はすべて，同様

に確からしいように選ばれないといけない．

A. 「同様に確からしい」全事象

同じ大きさ・形のコイン 2枚を振ったときの全事象は，次の 4通りである．

表
表 ←「２枚とも表」
裏 ←「表１枚，裏１枚」

裏
表 ←「表１枚，裏１枚」
裏 ←「２枚とも裏」

｝←見た目は同じになる．

全事象を 3通り（「表 2枚」「表 1枚，裏 1枚」「裏 2枚」）と・し・て・は・い・け・な・い．「表 1枚，裏 1枚」は，「表

2枚」や「裏 2枚」と可能性が違う．

【例題 64】
1. 3枚のコインを振る試行を考える．

• 全事象は ア 通りあり，同様に確からしく起こる．

• 3枚とも表になる事象は ア 通りのうち イ 通りあるから，確率は ウ である．

• 表が 2枚となる事象は ア 通りのうち エ 通りあるから，確率は オ である．

2. 試行 X：「同じ大きさの赤 4個，青 3個，白 2個の玉を含む袋から，無作為に 1個選ぶ」，

事象 R：「赤い玉を選ぶ」，B：「青い玉を選ぶ」とする．

• 試行 X の全事象は カ 通りあり，同様に確からしく起こる．

• 事象 Rは カ 通りのうち キ 通りあるから，確率は ク である．

• 事象 Bは カ 通りのうち ケ 通りあるから，確率は コ である．
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B. さいころ 2個を振るときの「同様に確からしい」全事象

さいころ 2個を振るときの全事象は，36通りとして考えないといけない．つまり， � �� �� �� �
と � �� �� �� �

は

区別して考える．下に見るように，区別しないと全事象が同様に確からしくならない．

� �� �
から � �� �

まであるさいころ 2個を振るとき， � �� �
， � �� �

が出る確率

・1回目と 2回目を区別した場合

1 回目
2 回目 � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� �

� �� �
1, 1 2, 1 3, 1 4, 1 5, 1 6, 1� �� �
1, 2 2, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6, 2� �� �
1, 3 2, 3 3, 3 4, 3 5, 3 6, 3� �� �
1, 4 2, 4 3, 4 4, 4 5, 4 6, 4� �� �
1, 5 2, 5 3, 5 4, 5 5, 5 6, 5� �� �
1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5, 6 6, 6

全事象は 62 = 36通り．� �� �
，� �� �

が一つずつにな

るのは 2通りだから，確率は 2
36
=

1
18

・1回目と 2回目を区別しない場合� �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� �
� �� �

1, 1� �� �
1, 2 2, 2� �� �
1, 3 2, 3 3, 3� �� �
1, 4 2, 4 3, 4 4, 4� �� �
1, 5 2, 5 3, 5 4, 5 5, 5� �� �
1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5, 6 6, 6

根元事象が同様に確からしく
・
な
・
い．

（例えば，� �� �� �� �
の可能性と� �� �� �� �

の可能性は異なる）

【例題 65】
1. 2個の大きさの違うさいころを振って，和が 5になる確率を求めよ．

2. 2個の同じさいころを振って，積が 12になる確率を求めよ．

さいころ 2個の確率については，必ず，上のような 6 × 6の表を書いて考えよう．

【練習 66：3個のさいころを振る】
同じ大きさの 3個のさいころを振るとき，次の確率に答えよ．

(1) 3個の目の和が 18になる確率 (2) 3個とも同じ目になる確率
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C. 順列・組合せと「同様に確からしい」全事象

(I) 6枚のカード 1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6 から 1枚選び元に戻す．この操作を 2回繰り返したとき， 3 ，

4 を選ぶ 1枚ずつ確率

・カードの順列で全事象を考えた場合

1 枚目
2 枚目 1 2 3 4 5 6

1 1, 1 2, 1 3, 1 4, 1 5, 1 6, 1
2 1, 2 2, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6, 2
3 1, 3 2, 3 3, 3 4, 3 5, 3 6, 3
4 1, 4 2, 4 3, 4 4, 4 5, 4 6, 4
5 1, 5 2, 5 3, 5 4, 5 5, 5 6, 5
6 1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5, 6 6, 6

全事象は 62 = 36通り． 3 ， 4 が 1枚ずつに

なるのは 2通りだから，確率は 2
36
=

1
18

・カードの組合せで全事象を考えた場合

1 2 3 4 5 6

1 1, 1
2 1, 2 2, 2
3 1, 3 2, 3 3, 3
4 1, 4 2, 4 3, 4 4, 4
5 1, 5 2, 5 3, 5 4, 5 5, 5
6 1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5, 6 6, 6

根元事象が同様に確からしく
・
な
・
い．

（例えば， 1 2 の可能性と 1 1 の可能性は異なる）

(II) 6枚のカード 1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6 から 2枚を選ぶとき， 3 ， 4 を選ぶ 1枚ずつ確率

・カードの順列で全事象を考えた場合

1 枚目
2 枚目 1 2 3 4 5 6

1 2, 1 3, 1 4, 1 5, 1 6, 1
2 1, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6, 2
3 1, 3 2, 3 4, 3 5, 3 6, 3
4 1, 4 2, 4 3, 4 5, 4 6, 4
5 1, 5 2, 5 3, 5 4, 5 6, 5
6 1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5, 6

全事象は 6 × 5 = 30通り（= 6P2）

3 ， 4 が 1枚ずつになるのは 2通り（= 2P2）

だから，確率は
2
30
=

1
15

・カードの組合せで全事象を考えた場合

1 2 3 4 5 6

1

2 1, 2
3 1, 3 2, 3
4 1, 4 2, 4 3, 4
5 1, 5 2, 5 3, 5 4, 5
6 1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5, 6

全事象は 6C2 = 15通り

3 ， 4 が 1枚ずつになるのは 1通り（= 2C2）

だから，確率は
1
15

【例題 67】 箱の中に 9個のボールがあり，ボールにはそれぞれ，1から 9まで書かれている．

1. ボール 1個を選んで番号を記録し，ボールを元に戻すとき，次の確率を求めよ．

（a）3と 4を 1回ずつ記録した （b）2回とも 3を記録した

2. ボールを 2個選ぶとき，次の確率を求めよ．

（a）3と 4を 1個ずつ選んだ （b）2個とも 3を選んだ
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全事象についての注意

全事象をつくる根元事象は，一つの決め方に定まるとは限らないが，次に注意する必要がある．

• 根元事象がすべて同様に確からしくなるよう，考えなければならない．
• 根元事象を「順列」で考えたならば以後も「順列」で考え，根元事象を「組合せ」で考えたならば
以後も「組合せ」で考えないといけない．

【練習 68：同様に確からしい】
a, a, a, b, b, c, cの 7つの文字を一列に並べる．以下の確率を求めなさい．

(1) bが両端になる確率 (2) 2つの cが隣り合う確率

【 発 展 69：確率の発展問題～その１～】

赤，青，黄のカードが 5枚ずつあり，それぞれ，1から 5の数字が 1つずつ書かれている．この 15枚の

中から 3枚を任意に選ぶとき，以下の確率を求めよ．

1 3枚とも同じ色になる 2 3枚の色がすべて異なる

3 3枚の数字がすべて異なる 4 3枚の数字も色もすべて異なる
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1B.2 確率とベン図

1. 和事象・積事象・排反

A. 和事象とは

事象 A, Bがあるとき，「Aまたは Bが起きる」という事象を和事象 (sum event)
A B和事象

Ａ∪Ｂ
といい，A

または

∪ Bで表す．∪は集合における「または」と同じ記号である．

B. 積事象とは

また，「Aも Bも起こる」という事象を積事象 (product event)といい*12，A
かつ

∩ B A B積事象

Ａ∩Ｂ
で表す．∩は集合における「かつ」と同じ記号である．

【例題 70】 ジョーカーを除いた 52枚のトランプから 1枚を選ぶ．選んだカードが

赤（ハートかダイヤ）である事象を R，絵札である事象を P，ハートの 1桁である事象を H1

とする．また，すべての場合の集合を U とする．つまり，n(U) = 52である．

1. A :「Rと Pの積事象」，B :「Rと H1 の和事象」，C :「Pと H1 の和事象」に一致するものを

1⃝ R ∩ P 2⃝ R ∪ P 3⃝ R ∩ H1 4⃝ R ∪ H1 5⃝ P ∩ H1 6⃝ P ∪ H1 　から選びなさい．

2. 場合の数 n(R), n(P), n(H1)をそれぞれ答えなさい．

3. 確率 P(R), P(P), P(H1)をそれぞれ答えなさい．

C. 排反とは

2つの事象 A, Bが同時に起こらないとき，A, Bは（互いに）
はいはん

排反 (exclusive)で A B

ＡとＢは排反

あるという．A, Bが排反であることは，積事象 A ∩ Bが空集合であることと一致

し，ベン図は右図のようになる．その結果，和事象 A ∪ Bは次で計算できる．
確率の加法定理

2つの事象 A, Bが排反であれば，n(A ∪ B) = n(A) + n(B)なので，次の確率の加法定理が成り立つ．

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)

*12 なぜ「
・
積事象」と呼ぶのかは，次節で学ぶ．
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【例題 71】 前ページの【例題 70】の試行について考える．
1. 以下の中から，正しいベン図を 3つ答えなさい．

a.

R P

b.

R P

c.

R H1

d.

R H1

e.

P H1

f.

P H1

g.

R
P

h.

R
P

i.

R
H1

j.

R
H1

k.

P
H1

l.

P
H1

2. R, P, H1 の中から，互いに排反な 2つの事象を答えなさい．

3. 確率 P(A), P(B), P(C)をそれぞれ答えなさい．

D. 排反でない和事象の確率

排反でない和事象の確率

Aと Bが排反でないとき，和事象 A ∪ Bの確率は

A B
= A B

+ A B − A BP(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)

で計算できる．

【例題 73】 A，B，C，· · ·，Iの 9人から，3人を選ぶ．

1. Aが選ばれる確率を求めよ． 2. Bが選ばれる確率を求めよ．

3. Aも Bも選ばれる確率を求めよ． 4. Aまたは Bが選ばれる確率を求めよ．
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2. 余事象

A. 余事象とは何か

事象 Aに対して，・A・が・起・こ・ら・な・い事象を Aの余事象 (complementary event)といい，Aで表す．
余事象の確率

Aの余事象 Aについて，n(A) = n(U) − n(A)から A
U

集合 A

= A
U

集合 U

− A
U

集合 A

P(A) = 1 − P(A)

が成り立つと分かる．

【例題 74】 2個のさいころを振るとき

• 2個の出た目が同じになる確率は ア である．

• 2 個の出た目が異なる目になる事象は，同じになる事象の イ なので，出た目が異なる確率は

1 − ア = ウ である．

B. 「少なくとも 1つ」の確率

たとえば，10本の中に 3本の当りが入っているくじがある．ここから 3本を引いて，「少なくとも 1本当

たる確率」を考えよう．この試行では，次のいずれかが起こる．

• 3本とも当たる

• 2本だけ当たる

• 1本だけ当たる

• 1本も当たらない

｝これらすべてが「少なくとも 1本当たる確率」

「少なくとも 1本当たる」とは，「1本も当たらない」の余事象と分かる．

「1本も当たらない」確率は 7C3

10C3
=

7
12
であるから，求める確率は 1 − 7

12
=

5
12
と分かる*13．

【例題 75】 3 枚のコインを振るとき，「少なくとも 1 枚表になる」事象は，「 ア 」の余事象になる．

「 ア 」の確率は イ であるから，「少なくとも 1枚表になる」確率は ウ である．

*13 別解として，「3 本とも当たる」「2 本だけ当たる」「1 本だけ当たる」確率をすべて足し合わせても求められるが，答えを出すま
での計算がとても多くなる．
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【練習 76：余事象】
(1) 5個の赤，4個の白が入った袋から 3個を選ぶとき，少なくとも 1個赤が含まれる確率を求めよ．

(2) 5人の子供がいる家族に，男の子も女の子もいる確率はいくらか．ただし，男の子も女の子も同じ

確率で生まれるものとする*14．

【 発 展 77：余事象・加法定理】

1枚の 100円玉が 1枚，4枚の 10円玉，5枚の 1円玉，合計 10枚の中から無作為に 3枚を選ぶ．

「100円玉が 1枚含まれる」事象を A，「10円玉が 2枚以上含まれる」事象を Bとする．

1 事象 C「合計金額が 100円以下」，事象 D「合計金額が 20円以上」に一致するものを
1⃝ A 2⃝ B 3⃝ A ∩ B 4⃝ A ∪ B　からそれぞれ選びなさい．

2 確率 P(A)，P(B)，P(C)，P(D)を求めなさい．

*14 数学の問題では，このように書いていなくても，同じ確率で生まれると仮定することが多い．しかし，実際にそうであるかどう

かは，諸説ある．
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C. 確率についての「ド・モルガンの法則」

『ド・モルガンの法則』(p.15)A ∪ B = A ∩ B，A ∩ B = A ∪ Bは，確率においても用いられることがある．

ド・モルガンの法則（確率版）

どんな事象 A，Bに関しても，次のド・モルガンの法則 (law of de Morgan)が成り立つ．

P
(

A ∪ B
)
= P
(

A ∩ B
)
， P

(
A ∩ B

)
= P
(

A ∪ B
)

【例題 78】 ある試行において，P(A) = 0.4，P(B) = 0.5，P(A ∩ B) = 0.2のとき，次の値を求めよ．

1. P
(

A ∩ B
)

2. P(A ∪ B) 3. P
(

A ∩ B
)

1B.3 確率の木と独立・従属

複数の試行を行う場合には，樹形図に似た「確率の木」が有効である．

1. 乗法定理と確率の木

A. 確率の乗法定理

赤い玉が 4個，白い玉が 3個入った袋から 1個を玉を取り出し，コイン 1枚を振る．

コイン１枚を振る

表は
１

２
，裏は

１

２

⇒赤４個，白３個から１個取り出す

赤は
４

７
，白は

３

７

このとき「表が出て，白い玉を選ぶ確率」を考えると

表が出るのは，１回につき
１

２
回⇒ そのうち白が出るのは，１回につき

３

７
回

⇔ １

２
回につき

１

２
× ３
７
回

であるから，「表が出て，白い玉を選ぶ確率」は
1
2
× 3

7
=

3
14
となる．

【例題 79】 上の例において，「裏が出て，赤い玉を選ぶ確率」を求めなさい．
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確率の乗法定理

2つの試行 X, Y を行い

全体＝１

確率ｐ

Ａ

が

起

こ

る

⇒
確率ｐ

全
体
＝
１

確率ｑＡもＢも
起こる

Ａだけ
起こる

• X の結果，事象 Aが起こる確率を p

• （事象 Aが起きた後に）

Y の結果，事象 Bが起こる確率を q

とするとき，事象 A, Bがともに起こる確率は

pqで与えられる．これを確率の乗法定理という．

B. 確率の木とは

上で考えた試行は，次のようにまとめられる．

表と裏は
等確率


表

(
赤４
白３

) 赤

白

裏

(
赤４
白３

) 赤

白

確率を書き込む

=⇒
1
2

1
2

表

4
7

3
7

赤　← 1
2
× 4

7
=

2
7
（表，赤）

白　← 1
2
× 3

7
=

3
14
（表，白）

裏

4
7

3
7

赤　← 1
2
× 4

7
=

2
7
（裏，赤）

白　← 1
2
× 3

7
=

3
14
（裏，白）

右上のような，樹形図に確率を書き込んだまとめ方を，確率の木 (probability tree) という．

【例題 80】 当たりが 3本，外れが 7本入った箱から，2回くじを引く．ただし，一度引いたくじは・元・に
・
戻
・
さ
・
な
・
い．以下の 　　 に，適当な数値を答え，問いに答えよ．

(
当り３本

外れ７本

) 当り


残り：

当り 　　 本

外れ 　　 本

 当り

外れ

外れ


残り：

当り 　　 本

外れ 　　 本

 当り

外れ

確率を書き込む

=⇒ 　　

　　

当り

　　

　　

当り

外れ

外れ

　　

　　

当り

外れ

1. 2回とも当たる確率を求めよ． 2. 2回とも外れる確率を求めよ．
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2. 独立試行・従属試行

A. 独立試行とは

試行 X の結果が試行 Y の結果に影響しないとき，X, Y は独立 (independent) であるという．

たとえば、「赤が 5 個，白が 3 個」入った袋から，1 個を選んで元に・戻・す試行を，2 回繰り返したとき，

(
赤５

白３

) 5
8

3
8

赤
(
赤５
白３

) 5
8

3
8

赤← 5
8
× 5

8
=

25
64
（赤→赤）

}
白← 5

8
× 3

8
=

15
64
（赤→白）↖

↙
１回目が
赤でも白でも
２回目の
確率は

・
同
・
じ白

(
赤５
白３

) 5
8

3
8

赤← 3
8
× 5

8
=

15
64
（白→赤）

}
白← 3

8
× 3

8
=

9
64
（白→白）

右のような確率の木にまとめ

られ、1 回目の試行の結果が

2回目に・影・響・し・な・い．

つまり，この例の 1回目と

2回目の試行は独立である。

B. 従属試行と条件付き確率

試行 X の結果が試行 Y の結果に影響するとき，X, Y は従属 (dependent) であるという．

たとえば，「赤球が 5個，白球が 3個」入った袋から，1個を選んで元に・戻・さ・な・い試行を，2回繰り返し

(
赤５

白３

) 5
8

3
8

赤
(
赤４
白３

) 4
7

3
7

赤← 5
8
× 4

7
=

5
14
（赤→赤）

}
白← 5

8
× 3

7
=

15
56
（赤→白）↖

↙
１回目が
赤か白かで
２回目の
確率が

・
異
・
な
・
る白

(
赤５
白２

) 5
7

2
7

赤← 3
8
× 5

7
=

15
56
（白→赤）

}
白← 3

8
× 2

7
=

3
28
（白→白）

たとき，右の確率の木のようにまとめられ，1回目の試行の結果が 2回目に・影・響・す・る．

一例として，2 回目が赤で

ある確率は、1 回目が赤の場

合は
4
7
、白の場合は

5
7
、と

異なっている。つまり，この

例の 1回目と 2回目の試行は

従属である。

【練習 81：確率の木と独立・従属】

赤い玉が 4個，白い玉が 3個，青い玉が 2個入った袋がある．取り出した玉は元に戻さ・な・いで，2回玉

を取り出すことをまとめるとき，以下の 　　 に，適当な数値を答え，問いに答えよ．

(
赤４個
白３個
青２個

)
赤


残り：

赤 　　 個

白 　　 個

青 　　 個


赤

白

青

白


残り：

赤 　　 個

白 　　 個

青 　　 個


赤

白

青

青


残り：

赤 　　 個

白 　　 個

青 　　 個


赤

白

青

確率を書き込む

=⇒
　　

　　

　　

赤

　　

　　

　　

赤

白

青

白

　　

　　

　　

赤

白

青

青

　　

　　

　　

赤

白

青

(1) 玉を取り出す 1回目と 2回目は，独立か，従属か．
(2) 2回目が青である確率を「1回目が白」と「1回目が青」のそれぞれについて求めよ．
(3) 2回とも赤である確率を求めよ． (4) 2回とも同じ色である確率を求めよ．
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【練習 82：独立・従属】
(1) A工場では部品 P，Q，Rを使って品物を作る．各部品には色違いがあり，Pは 2個に 1個が白，Q

は 3個に 1個が白，Rは 4個に 1個が白であり，他はすべて黒である．

（a）真っ白な品物ができる確率を求めよ．

（b）部品が 1つだけ白い品物ができる確率を求めよ．

(2) B 工場では，100 個に 1 個不良品が作られてしまう．さらに，不良品を機械がチェックするとき，

不良品は必ず見つけ出せるものの，100回に 1回，良品を不良品と誤って判断することがある．

（a）機械が「良品」とチェックする確率を求めよ．

（b）「良品」が「不良品」と判断されてしまう確率を求めよ．
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C. 「全事象による解き方」と「乗法定理による解き方」

たとえば，「赤 4個，白 3個を含む袋から 2個取り出すとき，赤が 2個になる確率」は，次の 2通りの求

め方がある．

(I)全事象による解き方

• 全事象は「赤 4 個，白 3 個の合計 7 個か

ら 2個選ぶ」を考えて，7C2 = 21通り

• 赤 2 個になる場合は「赤 4 個から取り出

す 2個を選ぶ」を考えて，4C2 = 6通り

(II)乗法定理による解き方

• 1個ずつ 2回，順に取り出すと考える．

• 1回目が赤である確率は 4
7

• 2 回目も赤である確率は，「赤 3 個，白 3

個」が残りなので
1
2

つまり，
6
21
=

2
7
になる． つまり，

4
7
× 1

2
=

2
7
になる．

自分のやりやすいやり方で解けばよいが，どちらの解き方も理解しているのが最も良い．
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【例題 83】 10本のうち 3本が当たりであるくじ Aと，20本のうち 3本が当たりであるくじ Bがある．

1. すべてのくじを区別すれば，全事象は ア 通り，どちらも当たる事象は イ 通りある．よって，ど

ちらも当たる確率は ウ と求められる．

2. 一方，くじ Aが当たる確率は エ ，くじ Bが当たる確率は オ であるから，どちらも当たる確率

は カ という式から，やはり ウ と求められる．

D. 発 展 さいころの出た目の最大値

例として，さいころ 3つを振って，出た目の最大値が 4である確率を考えよう．このとき

• 「3つのさいころの最大値が 4である確率」を求めることは難しい．

• 「3つのさいころの最大値が 4・以・下である確率」は簡単に計算できる．

なぜなら，3つとも 1,2,3,4のどれかであればよいので，
(

4
6

)3
である．

「最大値が 4」の確率は，「最大値が 4以下であるが，3以下ではない」確率にな

４以下

３以下

最大値

る．結局，「最大値が 4」の確率は
(

4
6

)3
−
(

3
6

)3
=

43 − 33

63 =
64 − 27

216
=

37
216

と

分かる．

【 発 展 84：さいころの出た目の最大・最小】

3個のさいころを投げる試行について，以下の問いに答えよ．

1 「出た目の最大値が 3になる」確率を求めよ．

2 「出た目の最
・
小値が 3になる」確率を求めよ．

3. 反復試行～独立な試行の繰り返し

A. 反復試行とは

—13th-note— 1B.3 確率の木と独立・従属· · · 51



互いに独立な同じ試行を

5
8

3
8

赤

5
8

3
8

赤

5
8

3
8

赤　←確率は
５

８
×
５

８
×
５

８
＝（５８）

３

白　←確率は
５

８
×
５

８
×
３

８
＝（５８）

２
×（３８）

白

5
8

3
8

赤　←確率は
５

８
×
３

８
×
５

８
＝（５８）

２
×（３８）

白
...

白

5
8

3
8

赤

5
8

3
8

赤

白

白

5
8

3
8

赤

白

複数回行うことを，
はんぷく

反復試

行 (repeated trials)という．

赤い玉が 5 個，白い玉が 3 個

入った袋がある．取り出した玉

は
・
元
・
に
・
戻
・
し，3回玉を取り出すこ

とは，右のようにまとめられる．

B. 反復試行の確率

例として，「さいころを 5回振る」試行を考え，「5回のうち 2回だけ 1が出る」確率を求めよう．

1が出た場合を○，出なかった場合を×で表すと，たとえば次のようになればよい．

１回目 ２回目 ３回目 ４回目 ５回目

○ × ○ × × ←○は
１

６
の確率で，×は

５

６
の確率で起こる．

この確率は，
1
6
× 5

6
× 1

6
× 5

6
× 1

6
=

(
1
6

)2
×
(

5
6

)3
で計算できる．また，次のような場合でもよい．

１回目 ２回目 ３回目 ４回目 ５回目

× ○ ○ × × ←確率は
５

６
×
１

６
×
１

６
×
５

６
×
５

６
＝（１６）

２
×（５６）

３

× × ○ ○ × ←確率は
５

６
×
５

６
×
１

６
×
１

６
×
５

６
＝（１６）

２
×（５６）

３

... ↑↑↑　　　　　　　　　　　　　　　　　　︸                                           ︷︷                                           ︸
５ヶ所から ○ を２つ選べばよい
そのような選び方は 5C2 通り

すべて同じ確率
　

こうして，

(
1
6

)2
×
(

5
6

)3
が 5C2 通りあると分かるので，求める確率は次のようになる．

5C2 ×
(

1
6

)2
×
(

5
6

)3
= 10 5 × 1

36
× 125

216 108 =
625
3888

【例題 85】 さいころを 5回振って「5回のうちちょうど 4回だけ 1が出る」確率を求めなさい．

反復試行

試行 X を n回繰り返し，確率 pの事象 Aがちょうど k回成り立つ確率は

nCk pk(1 − p)n−k

で求められる（Aが起きない確率は 1 − p，Aが起きない回数は n − kであることに注意）．

【練習 86：反復試行】

(1) 当たる確率が 1
10
のくじを 5回引く．そのうちちょうど 3回当たる確率を求めよ．

(2) さいころ 1個を 6回振って，5以上がちょうど 3回出る確率を求めよ．

(3) 赤 3個，青 2個の合計 5個のボールが入った袋から，玉を 1個取り出し，色を記録してから元に戻

す．これを 5回繰り返すとき，以下の確率を求めよ．

（a）赤がちょうど 3回出る （b）赤がちょうど 2回出る （c）白が 4回以上出る
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C. 反復試行の応用

【例題 87】コイン 1枚を振って表か裏か記録していき，表が出た回数が 4回になるまで振り続ける．

1. コインを 4回振って終わる確率は ア である．

2. 5回で終わるのは，4回目までに表がちょうど イ 回出て，5回目が表になる場合である．よって，

その確率は ウ である．

3. 6回で終わるのは，5回目までに表がちょうど エ 回出て，6回目が表になる場合である．よって，

確率は オ である．

4. 7回で終わる確率は カ である．

【練習 88：反復試行の応用】
さいころ 1つを振り，1か 2が出たら +3点，他が出たら −2点になるゲームを考える．

(1) このゲームを 3回繰り返し，4点である確率を求めよ．

(2) このゲームを 5回繰り返し，0点である確率を求めよ．
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D. 発 展 反復試行で複数の事象を考える

さいころを 6回振って，そのうち 1がちょうど 2回，5以上がちょうど 2回出る確率を考えてみよう．

１回目 ２回目 ３回目 ４回目 ５回目 ６回目

１ １ ５か６５か６ 他 他 ←確率は
１

６
・
１

６
・
２

６
・
２

６
・
３

６
・
３

６
＝（１６）

２

（２６）
２

（３６）
２

１ １ ５か６ 他 ５か６ 他 ←確率は
１

６
・
１

６
・
２

６
・
３

６
・
２

６
・
３

６
＝（１６）

２

（２６）
２

（３６）
２

... ↑↑↑　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　︸                                                 ︷︷                                                 ︸
６ヶ所に「１」を２つ，
「５か６」を２つ，「他」を２つ並べる

そのような並べ方は
6!

2!2!2!
通り

すべて同じ確率
　

この結果，次の式で計算できる．

6!
2!2!2!

×
(

1
6

)2 ( 2
6

)2 ( 3
6

)2
=

6 · 5 · 4 · 3 · 2
2 · 2 · 2 ×

(
1
6

)2 ( 1
3

)2 ( 1
2

)2
=

6 · 5 · 3
62 6 · 22 · 32 3 =

5
72

【 発 展 89：3つ以上の事象がある反復試行】

1 さいころを 4回振って，1がちょうど 1回，2がちょうど 1回出る確率を求めよ．

2 さいころを 6回振って，1も 2も 3も 2回ずつ出る確率を求めよ．
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4. 条件付き確率～従属な試行どうしの関係

A. 条件付き確率とは

事象 A, B があり、「A が起こった条件の下、B が起こる確率」を記号 PA(B) で表し、条件付き確

率 (conditional probability)という。

たとえば、右の表のようにまとめられるクラス内の 40 人か 　　　兄弟　　

いる (A)　いない 計

姉 いる (B) 　４　 ７ １１

妹 いない １１ １８ ２９

計 １５ ２５ ４０

ら、1人を無作為に選ぶとき、事象 A, Bを以下とする。

A :選ばれた人に兄弟がいる

B :選ばれた人に姉妹がいる

このとき、PA(B)とは「選ばれた人に兄弟がいたとき、その人に姉妹がいる確率」である。「兄弟がいる」

のは 15人、そのうち姉妹もいるのは 4人であるから、PA(B) = 4
15
と分かる。

また、PA(B)は、「選ばれた人に兄弟がい・な・いとき、その人に姉妹がいる確率」である。「兄弟がいない」

のは 25人、そのうち姉妹がいるのは 7人であるから、PA(B) = 7
25
と分かる。

【例題 90】 上の例において、次の条件付き確率を求めなさい。

1. PA(B) 2. PA(B) 3. PB(A) 4. PB(A) 5. PB(A)

条件付き確率の定義

全事象 U が同様に確からしいとき、「Aが起こった条 　　　　Ａ　　
起こる　起こらない 計

Ｂ
起こる n(A ∩ B) n(A ∩ B) n(B)
起こらない n(A ∩ B) n(A ∩ B) n(B)

計 n(A) n(A) n(U)
↓↓↓すべての値を n(U)で割る↓↓↓

　　　　Ａ　　
起こる　起こらない 計

Ｂ
起こる P(A ∩ B) P(A ∩ B) P(B)
起こらない P(A ∩ B) P(A ∩ B) P(B)

計 P(A) P(A) 1

件の下、Bが起こる条件付き確率」PA(B)を

PA(B) = 事象 Aも Bも起こる場合の数
事象 Aが起こる場合の数

=
n(A ∩ B)

n(A)

で定義する。ここで、n(A)は事象 Aの場合の数を表す。

また、Aが起こる確率 P(A) =
n(A)
n(U)

であるから

PA(B) =
n(A∩B)

n(U)
n(A)
n(U)

=
P(A ∩ B)

P(A)
とも定義できる。
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【例題 91】 ある試験は、受験生のうち 60%が男子であった。また、合格した男子は受験生全体の 40%

合格 不合格 計

男子 　　　 　　　 ０．６

女子 　　　 　　　

計 １

合格した女子は受験生全体の 30%になった。

1. 右の表の空欄を、全体に対する割合ですべて埋めなさい。

2. 受験生から 1 人を無作為に選び、男子である事象を A、合格

者である事象を Bとするとき、次の条件付き確率を求めよ。

（a）PA(B) （b）PB(A) （c）PA(B) （d）PB(A)

B. 確率の木と条件付き確率

p.48で学んだように、「赤球が 5個，白球が 3個」入った袋から 1個を選んで元に・戻・さ・な・い試行を，2回

繰り返したとき，確率の木にまとめると左下のようになる．さらに、「1回目の試行で赤が出る」事象を A、

「2回目の試行で赤が出る」事象を Bとすると、左下のように確率の木を書き換えられる。

(
赤５

白３

) 5
8

3
8

赤
(
赤４
白３

) 4
7

3
7

赤

白

白
(
赤５
白２

) 5
7

2
7

赤

白

「１回目の試行で赤」をＡとし、−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
「２回目の試行で赤」をＢとする

ＡのときＢになる確率（= PA(B)）↱

(
赤５

白３

) 5
8

3
8

Ａ
(
赤４
白３

) 4
7

3
7

Ｂ

Ｂ

Ａ
(
赤５
白２

) 5
7

2
7

Ｂ

Ｂ

Ａ のときＢになる確率（= PA(B)）

↰

たとえば、PA(B)は「1回目は赤であった（A）ときに、2回目は赤（B）である」であり 4
7
である。

また、PA(B)は「1回目は赤でない（A）ときに、2回目は赤（B）である」であり 5
7
である。

【例題 92】 当たりが 3本、外れが 7本入ったくじがあり、2人が順にくじを引く。

1人目が当たりである事象を A、2人目が当たりである事象を Bとするとき、以下の条件付き確率を求

めなさい。ただし、一度引いたくじは元に
・
戻
・
さ
・
な
・
い。

1. PA(B) 2. PA(B) 3. PA(B)
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C. 乗法定理と条件付き確率

p.56の例において、事象 A∩ B、
PA(B) ↱

(
赤５
白３

) 5
8 Ａ

(
赤４
白３

) 4
7 Ｂ←１回目も２回目も赤の確率 =

5
8
× 4

7
Ｂ　　　　　↑　↑　　　　　 →　 ↑

Ａ
(
赤５
白２

) Ｂ　　　　
P(A ∩ B)

　　　P(A)　 PA(B)

Ｂ　　つまり、P(A ∩ B) = P(A)PA(B)

（条件付き確率の定義の式と同値な式）

つまり「1 回目も 2 回目も赤」と

なる確率 P(A ∩ B) は乗法定理か

ら
5
8
× 4

7
と求められるが、これ

は P(A∩B) = P(A)PA(B)を意味す

る。さらに、この式は条件付き確率の定義と同値である。

乗法定理と条件付き確率

条件付き確率の定義 PA(B) =
P(A ∩ B)

P(A)
⇔ 乗法定理 P(A ∩ B) = P(A)PA(B)

特に、事象 Aと Bが独立ならば，P(A ∩ B) = P(A)P(B)となる（PA(B) = PA(B) = P(B)であるため）。

【例題 93】 事象 A, Bについて、P(A) = 0.4, P(B) = 0.3, P(A ∩ B) = 0.1 であるとき、条件付き確率

PA(B), PB(A)を求めなさい。

D. いろいろな条件付き確率

p.56の例において、確率 PB(A)、つまり「2回目が赤のとき、1回

(
赤５
白３

) 5
8

3
8

Ａ
(
赤４
白３

) 4
7

3
7

Ｂ

Ｂ

Ａ
(
赤５
白２

) 5
7

2
7

Ｂ

Ｂ

目が赤であった確率」を求めてみよう。これは、
P(A ∩ B)

P(B)
で計算

できる。

2人とも当たる確率 P(B)は「赤→赤」「白→赤」と引く確率の和

であり、前者は
5
8
× 4

7
、後者は

3
8
× 5

7
である。

一方、「赤→赤」と引く確率 P(A ∩ B) = 5
8
× 4

7
である。

以上から PB(A) =
5
8 ×

4
7

5
8 ×

4
7 +

3
8 ×

5
7

=
5 × 4

5 × 4 + 3 × 5
=

4
7
となる。

↶

分母分子に５６を掛けて複分数を無くした

【練習 94：条件付き確率】

当たりが 3本、外れが 7本入ったくじがあり、2人が順にくじを引く。選んでくじは元に・戻・さ・な・い。2人

目が当たったとき、1人目も当たっていた確率を求めよ。
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【練習 95：原因の確率】
(1) A工場では部品 P，Q，Rを使って品物を作る．各部品には色違いがあり，Pは 2個に 1個が白，Q

は 3個に 1個が白，Rは 4個に 1個が白であり，他はすべて黒である．

（a）部品が 1つだけ白い品物があるとき、白い原因が部品 Pである確率を求めよ。

（b）部品が 1つだけ黒い品物があるとき、白い原因が部品 Rである確率を求めよ。

(2) B 工場では，100 個に 1 個不良品が作られてしまう．さらに，不良品を機械がチェックするとき，

不良品は必ず見つけ出せるものの，100回に 1回，良品を不良品と誤って判断することがある．機

械が「不良品」と判断した中に，「良品」が含まれている確率を求めよ．
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第2章 整数の性質と不定方程式

この章では，まず，約数・倍数を負の数にも広げて定義しなおし，整数の性質につい

て学ぶ．その後，ユークリッドの互除法を学び，それを応用して 1次不定方程式の解

法を学ぶ．最後に，n進法という新しい数の表し方を学ぶ．
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2.1 約数と倍数

1. 約数と倍数
高校数学では，約数・倍数が負の数であってもよい．

A. （負の数も含めた）約数と倍数

たとえば，15 ÷ 5 = 3，つまり 15 = 5 × 3から，15は 5の倍数，5は 15の約数である．

同様に，(−15) ÷ 5 = −3，つまり −15 = 5 × (−3)から，−15は 5の倍数，5は −15の約数と考えられる．

5の倍数は，· · · ,−20,−15,−10,−5, 0, 5, 10, 15, 20, · · · である．つまり，0や負の整数でもよい．

15の約数は，−15,−5,−3,−1, 1, 3, 5, 15となる．つまり，負の整数でもよい．

割り切れる・倍数・約数

2つの整数 a, bがあって，a = bkとなる整数 kがあるならば，aは bで割り切れる (devisible)といい，

aは bの倍数 (multiple)，bは aの約数 (devisor)であるという．ただし，0の倍数・約数は考えない．

【例題 1】 以下の中から，4の倍数を全て選びなさい．また，36の約数を全て選びなさい．

−3, 8, − 13, 18, − 23, 28, 0, 1, − 1

【練習 2：約数と倍数の拡張】
次のうち，正しい文章をすべて選べ．

a. 0は，どんな数の倍数でもある． b. 100以下の 10の倍数は 10個である．

c. 4の正の約数は 3つあり，負の約数も 3つある．
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B. 倍数の性質の証明

たとえば「aは 7の倍数である」ことは「a = 7k（kは整数）」と言い換えられ，証明などに利用できる．

（例）命題「整数 a, bが 7の倍数ならば，3a + 2bも 7の倍数である」を示せ．

（解）仮定「整数 a, b が 7 の倍数」より a = 7k, b = 7l とおける（k, l は整数）．すると，

3a + 2b = 21k + 14l = 7(3k + 2l)．3k + 2lは整数より，3a + 2bは 7の倍数であると示された．

【例題 3】 次の に適当な式・言葉を入れて，証明を完成させなさい．

1. 命題「整数 a, bが 4の倍数ならば 5a − 2bは 4の倍数である」を示せ．

（証明）整数 a, bが 4の倍数なので a = 4k, b = 4lとおける（k, lは ア ）．すると，5a−2b = イ ．

ウ は整数なので，5a − 2bは 4の倍数であると示された．

2. 命題「a + b, a − bが 4の倍数ならば a, bは偶数である」を示せ．

（証明）a + b, a − bが 4の倍数なので a + b = エ , a − b = オ とおける（k, lは整数）．連立方

程式

 a + b = エ

a − b = オ
を解くと，a = カ , b = キ である．ク ，ケ は整数なので，a, bは

偶数であると示された．

【練習 4：倍数であることの証明】
(1) a, bが 5の倍数ならば，4a + 2bは 10の倍数であることを示せ．

(2) a, bが 3の倍数ならば，a2 − 3bが 9の倍数であることを示せ．
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2. いくつかの倍数の判定法

A. 2の倍数，5の倍数

2の倍数，5の倍数は，一の位から判定できる． 12˜4下１桁の 4 は２の倍数

←２の倍数→ 2399˜0下１桁の 0 は２の倍数

2399˜0下１桁の 0 は５の倍数

←５の倍数→−8302˜5下１桁の 5 は５の倍数

たとえば，一の位が 2の倍数である 124，−648，23990,

は 2の倍数であり，一の位が 5の倍数である 485，23990，

−83025は 5の倍数である．

B. 4の倍数，8の倍数，25の倍数

4の倍数，25の倍数は，下 2桁から判定できる． 1˜̃24
下２桁の 24 は４の倍数

←４の倍数→ 239˜̃00
下２桁の 00 は４の倍数

239˜̃00
下２桁の 00 は２５の倍数

←２５の倍数→ −830˜̃25
下２桁の 25 は２５の倍数

567˜̃ ˜008
下３桁の 008 は８の倍数

←８の倍数→ −456˜̃ ˜784
下３桁の 784 は８の倍数

たとえば，下 2 桁が 4 の倍数である 124,−648

23900 は 4 の倍数であり，下 2 桁が 25 の倍数で

ある 475, 23900,−83025は 25の倍数である．

また，8 の倍数は下 3 桁から判定できる*1．た

とえば，567008,−456784は 8の倍数である．

【例題 5】 2の倍数，4の倍数，8の倍数，5の倍数，25の倍数をそれぞれ選び，全て答えなさい．

a) 5784 b) 8975 c) −134654 d) −4500 e) 35468004 f) 1234567890

2の倍数，5の倍数，4の倍数，25の倍数，8の倍数の判定法

• 整数 nについて「nが 2の倍数」⇐⇒「nの一の位が 2の倍数（0, 2, 4, 6, 8）」

• 整数 nについて「nが 5の倍数」⇐⇒「nの一の位が 5の倍数（0, 5）」

• 整数 nについて「nが 4の倍数」 ⇐⇒「nの下 2桁が 4の倍数（00, 04, 08, 12, · · · , 96）」

• 整数 nについて「nが 25の倍数」⇐⇒「nの下 2桁が 25の倍数（00, 25, 50, 75）」

• 整数 nについて「nが 8の倍数」 ⇐⇒「nの下 3桁が 8の倍数（000, 008, 016, · · · , 992）」

*1 23 = 8 であるため．同様に，53 = 125 の倍数は下 3 桁だけ調べればよく，24 = 16 の倍数は下 4 桁だけ調べればよい．
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C. 3の倍数，9の倍数

3の倍数や 9の倍数は，すべての位の数字を足して判定できる．

たとえば，3 + 4 + 6 + 5 = 18 は 3 でも 9 でも割り切れるの ˜̃ ˜̃3465,−˜̃ ˜̃3465
3 + 4 + 6 + 5 = 18 は３の倍数＆９の倍数

←３の倍数＆９の倍数

˜̃ ˜̃1245,−˜̃ ˜̃1245
1 + 2 + 4 + 5 = 12 は３の倍数（９で割れない）

←３の倍数

˜̃ ˜̃8744,−˜̃ ˜̃8744
8 + 7 + 4 + 4 = 22 は３でも９でも割れない

で，−3465, 3465は 3の倍数でも 9の倍数でもある．

たとえば，1 + 2 + 4 + 5 = 12は 3の倍数であるが 9の倍数で

ないので，−1245, 1245は 3の倍数であるが 9の倍数でない．

たとえば，8 + 7 + 4 + 4 = 22は 3の倍数でも 9の倍数でもな

いので，−8744, 8744は 3の倍数でも 9の倍数でもない．

【例題 6】 123456，−111111111は 3の倍数か，9の倍数か．

3の倍数・9の倍数の判定法

• 整数 nについて「nが 3の倍数」⇐⇒「nのすべての位の和が 3の倍数」

• 整数 nについて「nが 9の倍数」⇐⇒「nのすべての位の和が 9の倍数」

【練習 7：倍数の判定法のまとめ】
次の条件を満たすよう，□に当てはまる数をすべて答えよ．

(1) 987□が 2の倍数 (2) 987□が 5の倍数 (3) 987□が 4の倍数

(4) 123□5が 9の倍数 (5) 11□11が 3の倍数 (6) 25□2が 9の倍数

D. 倍数の判定法の証明～その１～

2の倍数に，2の倍数を足しても引いても，やはり 2の倍数である．

これは，2以外の倍数でも成り立つ．この事実を用いて，倍数の判定法を証明しよう．

（問）2の倍数の判定法，5の倍数の判定法を示せ．

（証明）整数 nの一の位が aならば n = 10A + a ( · · · · · · · · 1⃝)と表せる（Aは整数）．

10Aは 2の倍数なので， 1⃝より aが 2の倍数ならば nは 2の倍数，

10Aは 5の倍数なので， 1⃝より aが 5の倍数ならば nは 5の倍数である．

逆に*2， 1⃝から a = n − 10A ( · · · · · · · · 2⃝)である．

10Aは 2の倍数なので， 2⃝より nが 2の倍数ならば aは 2の倍数，

10Aは 5の倍数なので， 2⃝より nが 5の倍数ならば aは 5の倍数である．

*2 この行以降は，「また， 1⃝から a = n − 10A なので，逆も同様にして正しい」でもよい．
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【練習 8：倍数の判定法の証明～その１～】
(1) 整数 nの下 2桁が aならば，整数 Aを用い n = 100A + aと表せる．これを用いて，4の倍数，25

の倍数の判定法を証明しなさい．

(2) 8の倍数の判定法を証明しなさい．

E. 倍数の判定法の証明～その２～

（問）3桁の整数について，3の倍数の判定法を示せ．

（証明）3桁の整数 nは，0から 9の整数 a, b, cを用いて n = 100a + 10b + cと表せる．すると

n = (99a + a) + (9b + b) + c = 99a + 9b + a + b + c = 3(33a + 3b) + (a + b + c) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

3(33a + 3b)は 3の倍数なので， 3⃝より各位の和 a + b + cが 3の倍数ならば nも 3の倍数である．

逆に*3， 3⃝から a + b + c = n − 9(11a + b) ( · · · · · · · · 2⃝)である．

9(11a + b)は 3の倍数なので， 4⃝より nが 3の倍数ならば各位の和 a + b + cも 3の倍数であり，

以上から，nが 3の倍数であることと，各位の和 a + b + cが 3の倍数であることは同値である．

【 発 展 9：倍数の判定法の証明～その２～】

4桁の整数について，9の倍数の判定法を証明しなさい．

*3 「また， 3⃝から a + b + c = n − 9(11a + b) なので，逆も同様にして正しい」でもよい．
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3. 約数の性質～素因数分解・約数の個数

「504の約数の個数」は，時間さえかければ小学生でも求められる．しかし，ここで

学ぶ方法を使うと，ずっと速く求められ，整数の性質の理解も深まる．

A. 素数

2以上の自然数 pの正の約数が 1, pだけの時，pを素数 (prime number)という．1は素数ではない*4．

B. 素因数分解

2 以上の自然数を，素数だけの積で表すことを素因数分解 (prime fac- 2
)

24
2
)

12
2
)

6
3

24 = 23 × 3

5
)

75
5
)

15
3

75 = 52 × 3

torization) と言い，n の素因数分解に含まれる素数を n の素因数 (prime

factor) と言う．たとえば，24 = 23 · 3 と素因数分解でき，24 の素因数は

2, 3である．どんな数の素因数分解も，必ず 1通りに定まる．

素因数分解をするには，右のように割り算をしていくとよい．

【例題 10】 42, 60, 72を素因数分解しなさい．

C. 素因数分解と倍数

素因数の指数から，倍数かどうかを考えよう． 24 = 23 ·3
72 = 23 ·3 ·3 ←２４の倍数

672 = 23 ·3 ·22 · 7 ←２４の倍数

36 = 22 ·3 ·3 ←２が足りない

320 = 23 ·23 · 5 ←３が足りない

--
--

--
--

--
--

--

たとえば，24 = 23 · 3と素因数分解できる．
72 = 23 · 32 や 672 = 25 · 3 · 7のように，2の指数が 3以上で 3

の指数が 1以上の数は，24の倍数である．

一方，36 = 22 · 32，320 = 26 · 5などの数は，24の倍数でない．

【例題 11】 5つの数 25 · 32, 23 · 3 · 5, 22 · 32 · 7, 24 · 3 · 7, 25 の中から，24の倍数，21の倍数を

すべて選びなさい．

*4 1 を素数にしてしまうと，素因数分解が無限通りにできてしまう．「素数とは，正の約数が 2 個の数」と覚えてもよい．
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D. 素因数分解と約数

約数かどうかも，指数の値からも判断できる．

504 = 23 ·32 ·7
8 = 23 ←５０４の約数

12 = 22 ·3 ←５０４の約数

42 = 2 ·3 ·7 ←５０４の約数

48 = 24 ·3 ←２が多い

49 = 72 ←７が多い

たとえば，504 = 23 ·32 ·7と素因数分解できる．8 = 23，12 = 22 ·3，
42 = 2·3·7のように，2a ·3b ·7c（a = 0, 1, 2, 3, b = 0, 1, 2, c = 0, 1）

は，504の約数である．

一方，48 = 24 · 3，49 = 72 のような数は，504の約数でない．

【例題 12】 5つの数 25 · 32, 23 · 3 · 5, 22 · 32 · 7, 24 · 3 · 7, 25 の中から，504の約数，672の約

数をすべて選びなさい．

E. 0乗

0でないどんな数も，0 乗を 1 と定める．これは，右のような規則から
× 1

5 × 1
5 × 1

5

×5 ×5 ×5

53 52 51 50
定められる．

F. 正の約数の個数

504 = 23 · 32 · 71 の正の約数は，次のような樹形図で表せる．

20

30 70

71

31 70

71

32 70

71

21

30 70

71

31 70

71

32 70

71

22

30 70

71

31 70

71

32 70

71

23

30 70

71

31 70

71

32 70

71

2 の指数は 3 + 1 種類，3 の指数は 2 + 1 種類，7 の指数は 1 + 1 種類ある．結果，約数の個数は

(3 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 24個になる．

「指数部分に 1ずつ足して掛け合わせると，正の約数の個数になる」と理解するとよい．

正の約数の個数

nを 2以上の自然数とする．

(1) nの素因数分解が n = pa
ならば，nの正の約数は a + 1個である．

(2) nの素因数分解が n = paqb ならば，nの正の約数は (a + 1)(b + 1)個である．

(3) nの素因数分解が n = pa1

1 pa2

2 · · · p
am
m ならば，nの正の約数は (a1 + 1)(a2 + 1) · · · (am + 1)個である．
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【例題 13】 次の整数の，正の約数の個数を求めよ．

1. 200 2. 294 3. 396 4. 288

【練習 14：約数の個数から，元の数を求める～その１～】
自然数 nは，素因数として 2と 3を持っている．

(1) 正の約数の個数が 9個であるような，nの値を全て求めよ．

(2) 正の約数の個数が 10個であるような，nの値を全て求めよ．

(3) 正の約数の個数が 12個であるような，nの値を全て求めよ．
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【 発 展 15：約数の個数から，元の数を求める～その２～】

1 50以下の自然数 nのうち，正の約数の個数が 6個であるものを全て求めよ．

2 200以下の・奇・数 nのうち，正の約数の個数が 8個であるものを全て求めよ．

4. 最大公約数と最小公倍数

A. 公倍数・最小公倍数

自然数 48は，6の倍数でも 8の倍数でもあるから，48を 6, 8の公倍数といった．

同様に，整数 mが，aの倍数でも bの倍数でもあるとき，mを a, bの公倍数 (common multiple)という．

たとえば，−48も 6, 8の公倍数である．また，最小公倍数 (least common multiple) *5は最小の
・
正
・
の公倍数

と定める．6, 8の最小公倍数はやはり 24である．

B. 公約数・最大公約数

整数 a, bについて，整数 dが aの約数でも bの約数でもあるとき，dを a, bの公約数 (common devisor)

といい，最大の公約数を最大公約数 (greatest common devisor)という*6．

たとえば，6, 8の公約数は 2, 1,−1,−2であり，最大公約数は 2である．

*5 しばしば，頭文字をとって"lcm"と略される．また，2 数 a, b の最小公倍数を lcm(a, b) と表すこともある．
*6 しばしば，頭文字をとって"gcd"と略される．また，2 数 a, b の最大公約数を gcd(a, b) と表すこともある．
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【例題 16】
1. −42, − 24, − 10, 2, 12, 63の中から，2と 3の公倍数，3と 7の公倍数をすべて選べ．

2. −12,−7,−3, 2, 9, 14の中から，18と 24の公約数，42と 56の公約数をすべて選べ．

C. 約数と倍数の関係

1. 「ある数」の約数を掛け合わせても，やっぱりもとの「ある数」の約数になる．

2. 「ある数」の倍数の倍数は，やっぱりもとの「ある数」の倍数になる．

【例題 17】 次の文章から正しい言葉を選び， に適する値を入れなさい．

1. ・36は 2でも 3でも
{
割りきれる

割りきれない

}
ので， コ

2

3

36倍数

倍
数

倍
数

倍数

倍数

2 × 3 = コ でも

{
割りきれる

割りきれない

}
．

・60は 3でも 5でも
{
割りきれる

割りきれない

}
ので，3 × 5 = サ でも

{
割りきれる

割りきれない

}
．

2. ・8は 4の倍数，24は 8の倍数．だから，シ も 4の倍数になる． 4 8 シ倍数 倍数

倍数

4 ス セ倍数 倍数

約数

約数

チ

6

8

ツ倍数
約
数

約
数

倍
数

倍
数

・4を 3倍すると ス ，さらに 3倍すると セ で，

ソ も タ も 4の倍数になる．

・6と 8の最大公約数は チ ，6と 8の最小公倍数は ツ ．

最小公倍数は，最大公約数の

{
倍数

約数

}
になっている．

D. 互いに素

整数 a, bについて，a, bの最大公約数が 1のとき，a, bは互いに素 (relatively prime)という．

【例題 18】 次のうち，互いに素な 2数の組をすべて答えなさい．

a) 14, 21 b) 23, 25 c) 16, 35 d) 45, 51
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E. 素因数分解と最小公倍数

たとえば，168と 252の公倍数を考えよう．それぞ 公倍数は
23, 24, · · ·
が必要　↱

公倍数は 32, 33, · · · が必要
↓ ↰公倍数は 7, 72, · · · が必要

168 = 23 ·3 ·7
252 = 22 ·32 ·7
→ 23 · 32 · 7が最小公倍数

れ素因数分解して，右のようになる．

168と 252の公倍数は 23 の倍数でないといけない．

そうでないと，23 を含む 168の，倍数にならない．

168と 252の公倍数は 32 の倍数でないといけない．

そうでないと，32 を含む 252の，倍数にならない．

7についても同様に考えて，168と 252の最小公倍数は 23 · 32 · 7と分かる．

【例題 19】 次の に当てはまる，もっともふさわしい数値を答えなさい．

495と 297は，素因数分解すると 495 = ア , 297 = イ となる．

まず，495と 297の公倍数は 3 ウ
の倍数でないといけない．そうでないと，エ の倍数にならない．

また，495と 297の公倍数は 5 オ
の倍数でないといけない．そうでないと，カ の倍数にならない．

同様に，495と 297の公倍数は 11 キ
の倍数でないといけない．

以上から，495と 297の最小公倍数は，3 ク · 5 ケ · 11 コ
であると分かる．

F. 素因数分解と最大公約数

たとえば，168と 252の公約数について考えよう． 公約数は
20, 21, 22

のみ含む↱

公約数は 30, 31 のみ含む

↓ ↰公約数は 70, 71 のみ含む

168 = 23 ·3 ·7
252 = 22 ·32 ·7
→ 22 · 3 · 7が最大公約数

それぞれ素因数分解して，右のようになる．

168 と 252 のどちらの約数にもなるには，

20, 21, 22 しか含んではいけない．たとえば，23 を

含む数は 252の約数にならない．

同様に，168と 252の公約数は，30, 31 しか含ま

ない．たとえば，32 を含む数は 168の約数にならない．

7についても同様に考えて，168と 252の最大公約数は 22 · 3 · 7と分かる．

大きな数，たとえば 6179と 2923の最大公約数を求めるには p.87で学ぶユークリッドの互除法

を用いる．

【例題 20】 次の に当てはまる，もっともふさわしい数値を答えなさい．

495と 297は，素因数分解すると 495 = ア , 297 = イ となる．

まず，495と 297の公約数は，3の指数が ウ のいずれかでないといけない．

また，495と 297の公約数は，5の指数が エ のいずれかでないといけない．

同様に，495と 297の公約数は，11の指数が オ のいずれかでないといけない．

以上から，495と 297の最大公約数は，3 カ · 5 キ · 11 ク
であると分かる．
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【練習 21：素因数分解と最小公倍数・最大公約数】
(1) 252と 168をそれぞれ素因数分解しなさい．

(2) 252と 168の最小公倍数を求めよ．答えは素因数分解された形でよい．

(3) 252と 168の最大公約数と，正の公約数の個数を求めよ．最大公約数は素因数分解された形でよい．

(4) 252，168，240の最小公倍数と最大公約数を求めよ．答えは素因数分解された形でよい．

【練習 22：最小公倍数からの逆算】
150と nの最小公倍数が 900であるような，自然数 nの値を全て求めよ．
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5. 約数と倍数に関する種々の問題

A. 2数の最大公約数・最小公倍数の性質

たとえば，168 = 23 · 3 · 7と 252 = 22 · 32 · 7について，下のようにまとめられる．

↰最小公倍数= g · 2 · 3
168 = 22 · 3 · 7 ·2 = 2g
252 = 22 · 3 · 7 ·3= 3g˜̃ ˜̃ ˜̃ ˜̃　　　　

↱最大公約数（= gとおく）

ここから，まず最大公約数 22 · 3 · 7と分かる．これを gと

おくと，最小公倍数は g · 2 · 3 = 6gになる．

また，168 · 252は最大公約数・最小公倍数の積 g · 6gに等

しいと分かる．

2数の最小公倍数・最大公約数の性質

a, bを自然数とする．2数 a, bの最大公約数を g，最小公倍数を dとする．

1. a = gA, b = gBとしたとき，2数 a, bの最小公倍数 d = gABである．

2. gd = abである．つまり，2数 a, bの最小公倍数・最大公約数の積は，積 abに等しい．

（証明）最大公約数の定義より a = gA, b = gBについて，A, Bは互いに素である．

互いに素な 2数 A, Bの最小公倍数は ABなので，gA, gBの最小公倍数は gABであり，a, bの最小公倍

数は d = gABとなり 1.が示された．

2数の最小公倍数・最大公約数の積は g × (gAB) = gA × gB = abとなるので 2.も示された．

B. 最大公約数・最小公倍数からもとの 2数を求める

上の性質を用いて，次のような問題を解くことができる．

（問）最小公倍数が 630，最大公約数が 14となる 2つの自然数 a, b (a < b)の組をすべて求めよ．

（解）最大公約数が 14なので，a = 14A, b = 14B（A, Bは互いに素で A < B）とおけて，最小公倍数は

14ABになる．よって 14AB = 630から AB = 45．

A < Bより (A, B) = (1, 45), (3, 15), (5, 9)であるが，A, Bは互いに素より (A, B) = (3, 15)は不適．

a = 14A, b = 14Bより，(a, b) = (14, 630), (70, 126)が満たす．

【例題 23】 次の条件を満たす自然数 a, bをすべて求めよ．ただし，a < bとする．

1. 最大公約数 6，最小公倍数 120 2. 最大公約数 4，最小公倍数 240
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C. 2数の和や差と，最大公約数・最小公倍数

【練習 24：2数の和や差】
次の条件を満たす自然数 a, bをすべて求めよ．ただし，a < bとする．

(1) 最大公約数が 6，和が 48 (2) 最大公約数が 8，差が 24，b < 50
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D. 互いに素な整数の個数

（問）144以下の自然数のうち，144と互いに素な数の個数を求めなさい．

（解）144 = 24 · 32 から，144と 1以外の公約数をもつ数は 2の倍数か 3の倍数で

24

２の
倍数
(72)

３の
倍数
(48)

144 以下 (144)

ある．144以下の自然数のうち

2の倍数は 144 ÷ 2 = 72個，3の倍数は 144 ÷ 3 = 48個あり，

2の倍数でも 3の倍数でもある 6の倍数は，144 ÷ 6 = 24個ある．

以上より，互いに素な数の個数は 144 − (72 + 48 − 24) = 48個．

【例題 25】
1. 200以下の自然数のうち，200と互いに素な数の個数を求めよ．

2. 189以下の自然数のうち，189と互いに素な数の個数を求めよ．

【 発 展 26：互いに素な数の個数】

1 120以下の自然数のうち，120と互いに素な数の個数を求めなさい．

2 135以下の正の偶数のうち，135と互いに素な数の個数を求めなさい．
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E. n!の素因数の個数

たとえば，100の階乗 100! = 1 · 2 · 3 · · · · · 100は 2で何回割り切れるか，次のようにして求められる．

1から 100のうち，2で割れる数は，100 ÷ 2 = 50個ある．

もう一度 2で割れる数は，1から 100の 4の倍数であり，100 ÷ 4 = 25個ある．

さらにもう一度，2で割れる数は 8の倍数であり，100までには 100 ÷ 8 = 12 · · · 4から 12個ある．

これを繰り返して 16の倍数は 100 ÷ 16 = 6 · · · 4から 6個，32の倍数は 100 ÷ 32 = 3 · · · 4から 3個，64

の倍数は 100 ÷ 64 = 1 · · · 36から 1個ある．

合計，50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97個である．

これらは，次のようにまとめられる．ただし，○は素因数 2が含まれることを表す．

100! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 ·10·11·12·13·14·15·16·17·18· · · · ·29·30·31·32· · · · ·63·64·65·66· · · · ·96·97·98·99·100
２の倍数→ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
４の倍数→ ○ ○ ○ ○ · · · ○ · · · ○ · · · ○ ○
８の倍数→ ○ ○ ○ ○ ○
１６の倍数→ ○ ○ · · · ○ · · · ○
３２の倍数→ ○ ○ ○
６４の倍数→ ○

【 暗記 27：n!の素因数】

1. 100!を素因数分解すると，素因数 3は何個含まれるか．

2. 100!を計算すると，末尾に 0が何個並ぶだろうか．
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2.2 商と余り

1. 余り

A. 負の数の商と余り

÷5による余りは，負の数であっても，

43 ÷ 5の余りは？

=⇒


43 = 5 × 9 − 2 ←余りが－２なので不適

43 = 5 × 8 + 3 ←余りは３

43 = 5 × 7 + 8 ←余りが８なので不適

(−43) ÷ 5の余りは？

=⇒


−43 = 5 × (−7) − 8 ←余りが－８なので不適

−43 = 5 × (−8) − 3 ←余りが－３なので不適

−43 = 5 × (−9) + 2 ←余りは２

0, 1, 2, 3, 4のみと定める．

たとえば，43 ÷ 5 は商 8，余り 3 であ

り 43 = 5 × 8 + 3と表せた．

(−43)÷ 5の場合は，右のように考えて

−43 = 5× (−9)+ 2となるので，商は −9，

余りは 2である．
負の数を割る割り算の余り

整数 Aを自然数 mで割る*7とき，余りは 0, 1, 2, · · · , m − 1のいずれかとなるよう定める．

つまり，割り算 A ÷mにおいて，等式 A = mk + r（rは 0, 1, 2, · · · , m − 1のいずれか）を満たす整数

kを商，rを余りと定める．このとき，どんな割り算も商と余りがただ 1つに定まる．

【例題 28】

1. 次の に，割り算の商と余りを入れなさい．

(a) 26 ÷ 5の商と余りは？→ 26 = 5 × ア + イ から商は ア ，余り イ

(b) (−26) ÷ 5の商と余りは？→ −26 = 5 × ウ + エ から商は ウ ，余り エ

2. 34 ÷ 5, (−34) ÷ 5, 7 ÷ 6, (−7) ÷ 6の商と余りを答えなさい．

*7 負の数 m や 0 で割ったときの余りは考えない．
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B. 倍数と余りの判定法

倍数と余りの判定法のまとめ

自然数 nについて*8，倍数と余りの判定が以下のようにできる．

(1) • 「n ÷ 2の余り」=「（nの一の位）÷ 2の余り」

• 「n ÷ 4の余り」=「（nの下 2桁）÷ 4の余り」

• 「n ÷ 8の余り」=「（nの下 3桁）÷ 8の余り」

(2) • 「n ÷ 5の余り」=「（nの一の位）÷ 5の余り」

• 「n ÷ 25の余り」=「（nの下 2桁）÷ 25の余り」

(3) • 「n ÷ 3の余り」=「（nの全ての位の和）÷ 3の余り」

• 「n ÷ 9の余り」=「（nの全ての位の和）÷ 9の余り」

（証明）『余りの判定法の証明』(p.110)を参照のこと．

【例題 29】 次の割り算の余りをそれぞれ求めよ（商は求めなくて良い）．

a) 245 ÷ 2 b) 2314 ÷ 4 c) 87654321 ÷ 4 d) 192837465 ÷ 8 e) 6789 ÷ 5

f) 123401 ÷ 25 g) 12345 ÷ 3 h) 1234567 ÷ 9

*8 この判定法は，n が負の数でも注意すれば使える．たとえば「−344 を 5 で割った余り」は「−4 を 5 で割った余り」（4 ではな
い）になり，余り 1 である．
同様に「−3576 を 9 で割った余り」も，3 + 5 + 7 + 6 = 21 より「−21 を 9 で割った余り」に等しく 6 になる．
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2. 余りと文字式

A. 余りの立式（１）～文字式の利用

たとえば，aが「3で割って 1余る整数」ならば，a = 3k + 1（kは整数）とおける．

（例）3で割って，整数 aは 1余り，整数 bは 2余るならば，2a+ 5, 4a+ 3bを 3で割った余りを求めよ．

（解）a = 3k + 1, b = 3l + 2（k, lは整数）とおける． ←ａの商をｋ，ｂの商をｌとおいた．

2a + 5 = 2(3k + 1) + 5 = 6k + 7 = 3(2k + 2) + 1なので，2a + 5を 3で割った余りは 1．

4a − 3b = 4(3k + 1) − 3(3l + 2) = 12k + 4 − 9l − 6

= 12k − 9l − 2

= 3(4k − 3l − 1) + 1 ← (−2) = 3 · (−1) + 1に注意（－２÷３は商－１，余り１）．

4a + 3bを 3で割った余りは 1．

a, bでは商を異なる文字，k, lとおいていることに注意しよう．

【例題 30】 5で割って，整数 aは 1余り，整数 bは 2余るとする．次の数を 5で割った余りを求めよ．

1) 2a + 1 2) 5b − 2 3) 2a + 3b 4) 2a − 4b 5) a2 − b2

このタイプの問題には，p.84で学ぶように，別解が存在する．

余りが分かる数の立式～その１～

aが「pで割って r余る整数」ならば，a = pk + r（kは整数）とおける．
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B. 余りを用いた証明（１）～文字式の利用

たとえば，どんな整数も 2で割った余りは 0か 1であり，2k, 2k + 1（kは整数）の形をしている．

また，どんな整数も 3 で割った余りは 0 か 1 か 2 であり，3k, 3k + 1, 3k + 2（k は整数）の形をしてい

る*9ため，次のような証明ができる．

次の問題には，p.84で学ぶように，別解が存在する．

【例題 31】 に適する式を入れ，整数 nについて，n2 を 3で割った余りは 0か 1であることを示せ．

どんな整数 nも n = 3k, 3k + 1, 3k + 2（kは整数）のいずれかである．

i) n = 3kのとき，n2 = 3 · ア であり， ア は整数なので余り 0．

ii) n = 3k + 1のとき，n2 = 3 · イ + 1であり， イ は整数なので余り 1．

iii) n = 3k + 2のとき，n2 = 3 · ウ + 1であり， ウ は整数なので余り 1．

以上より，どんな整数 nについても，n2 を 3で割った余りは 0か 1のいずれかである．

【練習 32：余りを用いた証明～文字式の利用～その１～】
(1) どんな整数 nについても，n(n + 3)が偶数であることを示しなさい．

(2) どんな整数 nについても，n3 + 2n + 3は 3の倍数であることを示せ．

余りによる分類～その１～

pを 2以上の自然数とする．どんな整数も，pk, pk + 1, pk + 2, · · · , pk + (p − 1)（kは整数）のいずれ

かの形をしている．

*9 または，余りは 0,±1 だと思い，「どんな整数も 3k, 3k ± 1（k は整数）の形をしている」としてもよい．証明も簡潔になる．
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【練習 33：余りを用いた証明～文字式の利用～その２～】

(1) どんな整数 nについても，n2 − 5nが偶数であることを示しなさい．

(2) 整数 nが 3で割り切れないならば，3n2 − 2を 9で割った余りは 1であることを示せ．

C. 連続する 2数の積

連続する 2つの整数，たとえば 12, 13は，必ずどちらかが偶数であるから，積 12 · 13は偶数である．

つまり，連続する 2つの整数の積，たとえば n(n + 1)は必ず偶数になると分かる（nは整数とする）．

【 暗記 34：連続する 2数の積～その１～】

nは奇数とする．このとき，n2 − 1は 8の倍数であることを示せ．
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【練習 35：文字式を利用した証明～その１～】

3で割って 1余る数を nとする．n2 + n − 2は 18の倍数であることを示せ．

D. 連続する 3数の積

連続する 3つの整数，たとえば 11, 12, 13は，必ず偶数を含むが，さらに，3の倍数も必ず含むので，積

11 · 12 · 13は 2でも 3でも割れて 6の倍数である．これは，順に並べた整数の列 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, · · ·
において，3つ毎に 3の倍数が現れるためである．

この事実から，連続する 3数の積，たとえば n(n + 1)(n + 2)は，偶数にも 3の倍数にもなり，必ず 6の倍

数になると分かる（nは整数とする）．

【 暗記 36：文字式を利用した証明～その３～】

nは整数とする．n3 − nは 6の倍数であることを示せ．

【練習 37：文字式を利用した証明～その４～】
連続する 3つの偶数の積は，必ず 48の倍数であることを示せ．
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3. 合同式

A. 合同式とは何か

たとえば，41÷ 7，34÷ 7は共に余りが 6で等しい．これを 41
合同

≡ 34
モ ド ７

(mod 7)と表し，合同式 (cougruence

equation)という．mod7で考えると，明らかに次のことが成り立つ．

41 ≡ 34 ≡ 27 ≡ 20 ≡ 13 ≡ 6 ←７ずつ引いても，ずっと合同のまま（余りは変わらない）

−36 ≡ −29 ≡ −22 ≡ −15 ≡ −8 ≡ −1 ≡ 6 ←７ずつ足しても，ずっと合同のまま（余りは変わらない）

【例題 38】 次の に，1桁の正の数・負の数を入れなさい．

1. mod5において，18 ≡ 13 ≡ ≡ 3 ≡ ≡ ≡ −12

2. mod8において，18 ≡ 10 ≡ ≡ ≡ −14

3. mod11において，−18 ≡ ≡ ≡ 15

合同式の定義

整数 a, bと自然数 pについて，a ÷ pの余りと b ÷ pの余りが等しいとき，a, bは pを法として合同で
ある (congruent modulo p)と言い，a ≡ b (mod p)と表す．

また，a ≡ b (mod p)を言い換えて，a − bが pの倍数になるとも言える．

B. 合同式の和・差・積

たとえば，a ÷ 10の余りが 1ならば，(a + 3) ÷ 10の余りは 4である． mod10において，
a ≡ 1⇒ a + 3 ≡ 1 + 3 = 4

21 ≡ 1
+) 42 ≡ 2

21 + 42 ≡ 1 + 2

また，21 ÷ 10は余り 1，42 ÷ 10は余り 2であり，(21 + 42) ÷ 10の余りは

1 + 2 = 3になっている．

合同式で表すと右のようになり，同じ事が引き算・掛け算でも成り立つ．

合同式の和・差・積

a, b, c, d, pを整数とする．合同式には次の性質がある．

mod pにおいて，a ≡ b, c ≡ d ⇒


(1) a + c ≡ b + d ←左辺同士，右辺同士足しても合同

(2) a − c ≡ b − d ←左辺同士，右辺同士引いても合同

(3) ac ≡ bd ←左辺同士，右辺同士掛けても合同

(4) ac ≡ bc ←左辺，右辺を同じ累乗しても合同

（証明）a ≡ b, c ≡ d (mod p)より，a = kp + b, c = lp + d（k, lは整数）とおける．

(1) a + c = (kp + b) + (lp + d) = (k + l)p + b + dなので a + c ≡ b + d (mod p)，

(2) a − c = (kp + b) − (lp + d) = (k − l)p + b − dなので a − c ≡ b − d (mod p)，

(3) ac = (kp + b)(lp + d) = klp2 + dkp + blp + bd = (klp + dk + bl)p + bd なので ac ≡ bd (mod p)．

(4) ac = aaa · · · a ≡ bbb · · · b = bc
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C. 合同式の計算

たとえば，mod5において a ≡ 2, b ≡ 1のとき，(1)より a + b ≡ 2 + 1であり，a + b ≡ 3と分かる．

結局，以下のようにして，「合同式でも代入ができる」と分かる．

(1) （文字式の「代入」）

a = 2, b = 1のとき

a + b = 2 + 1 = 3
a − b = 2 − 1 = 1

ab = 2 × 1 = 2
2a + 3b = 2 × 2 + 3 × 1 = 7

a4 = 24 = 16

(2) （合同式の「代入」）

mod5において a ≡ 2, b ≡ 1のとき

a + b ≡ 2 + 1 = 3 ←（１）を利用

a − b ≡ 2 − 1 = 1 ←（２）を利用

ab ≡ 2 × 1 = 2 ←（３）を利用

2a + 3b ≡ 2 × 2 + 3 × 1 = 7 ≡ 2

a4 ≡ 24 = 16 ≡ 1 ←（４）を利用

【例題 39】 mod9で考える．a ≡ 3, b ≡ 2のとき，以下の値を計算しなさい．

1. a + 2b 2. 3a − b 3. 2a + 3b 4. 2a − 4b 5. a2 − b2

D. 余りの立式（２）～合同式の利用

たとえば，aが「3で割って 1余る整数」ならば，a ≡ 1 (mod 3)とおける．

p.78と同じ問題を，合同式を用いて解いてみよう．

（例）3で割って，整数 aは 1余り，整数 bは 2余るならば，2a+ 5, 4a− 3bを 3で割った余りを求めよ．

（解）mod3で考える．a ≡ 1, b ≡ 2であるから

2a + 5の余りは，2a + 5 ≡ 2 · 1 + 5 = 7 ≡ 1より，余り 1．

4a − 3bの余りは，4a − 3b ≡ 4 · 1 − 3 · 2 = −2 ≡ 1より，余り 1．
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【例題 40】 aは 5で割って余り 1，bは 5で割って余り 2とする．次の数を 5で割った余りを求めよ．

1) 2a + 1 2) 5b − 2 3) 3a + 2b 4) 5a − 2b 5) a − 2b 6) 3a − 2b

余りが分かる数の立式～その２～

aが「pで割って r余る整数」ならば，a ≡ r (mod p)とおける．

【例題 41】 nを 5で割って 2余る数とするとき，n2 + n + 1も 5で割って 2余ることを示せ．

E. 余りを用いた証明（２）～合同式の利用

どんな整数も，3で割った余りは 0, 1, 2のどれかである．合同法で言い換えると次のようになる．

「mod3で考えて，整数 nは n ≡ 0, 1, 2のいずれかである．」

この考え方を利用して，p.78の例題を次のように解くことができる．

【 暗記 42：余りを用いた証明～合同式の利用～その１～】

整数 nについて，n2 を 3で割った余りは，0か 1であることを示せ．
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【練習 43：余りを用いた証明～合同式の利用～その２～】

整数 nについて，n2 を 5で割った余りは，0か 1か 4であることを示せ．

余りによる分類～その２～

pを 2以上の自然数とする．どんな整数 aも，a ≡ 0, 1, · · · , p − 1 (mod p)のいずれかである．

【練習 44：余りを用いた証明～合同式の利用～その３～】
どんな整数 nについても，n(n + 2)(n + 4)は 3の倍数であることを示せ．

F. 累乗と余り

まず，1113 を 5で割った余りは，1113 ≡ 113 = 1 (mod 5)であるから，余り 1である．では，1213 はどう

だろうか．

（例）1213, 1299 を 5で割った余りを求めよ．

（解）mod5で考える．1213 ≡ 213 である．

ここで，22 = 4, 23 = 8 ≡ 3, 24 = 16 ≡ 1であるから ←２ｐ ≡１になるｐを探した

213 = 24 · 24 · 24 · 2 ≡ 1 · 1 · 1 · 2 = 2

よって，1213 を 5で割った余りは 2である．同じようにして

1299 ≡ 299 =
(
24
)24 · 23 ≡ 124 · 8 ≡ 3

よって，1299 を 5で割った余りは 3である．
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【練習 45：累乗と余り～その１～】
(1) 1122 を 8で割った余りを求めよ． (2) 2345 を 5で割った余りを求めよ．

(3) 13100 の 1の位を求めよ．

【 発 展 46：累乗と余り～その２～】
1 8100 を 6で割った余りを求めよ． 2 12100 の 1の位を求めよ．
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2.3 ユークリッドの互除法と不定方程式

ユークリッドの互除法は，2000年以上前，古代ギリシアの時代には用いられていた計

算法である．これは，もともと大きな数同士の最大公約数を求める方法であるが，後

に見るように ax + by = cという一次不定方程式の解法にも用いられる．

1. ユークリッドの互除法

A. ユークリッドの互除法とは

たとえば，35と 14の最大公約数は 7である．

一方，35 ÷ 14は余り 7であるが，割った数 14と余り 7の最大公約数も 7である．

一般に，次の法則が成り立つ．

ユークリッドの互除法

自然数 a, b, q, r について，a = bq + r とする．たとえば，a ÷ bの商が q，余り r とする．このと

き，ユークリッドの互除法 (Euclidean algorithm)と呼ばれる次の定理が成り立つ．

（a, bの最大公約数）=（b, rの最大公約数）

（証明）a, bの最大公約数を d，b, rの最大公約数を d′ とする．d = d′ を示せばよい．

まず，a = bq+ rにおいて，b, rは d′ の倍数なので，aは d′ の倍数である．つまり，a, bとも d′ の倍数

なので，d′ は a, bの公約数である．よって，d′ ≦ d ( · · · · · · · · 1⃝)である．

次に，a = bq + r ⇔ r = a − bqであり，a, bは dの倍数なので，rも dの倍数である．つまり，b, rとも

dの倍数なので，d は b, rの公約数である．よって，d ≦ d′ ( · · · · · · · · 2⃝)である．
1⃝， 2⃝から，d = d′ が示された．

B. 大きな数の最大公約数を求める

たとえば，6179と 2923の最大公約数は，ユークリッドの互除法から，次のように求められる．

6179と2923の最大公約数は，

2923と333の最大公約数と等しく（6179 ÷ 2923 = 2 · · · 333 なので）

333と 259の最大公約数と等しく（2923 ÷ 333 = 8 · · · 259なので）

259と 74の最大公約数と等しく（333 ÷ 259 = 1 · · · 74なので）

74と 37の最大公約数と等しく（259 ÷ 74 = 3 · · · 37なので）

つまり，37である．

以上の計算は，筆算を用い，次のようにまとめて計算できる．

2
2923 ) 6179

5846
333

=⇒

8 2
333 ) 2923 ) 6179

2664 5846
259 333

=⇒

2 3 1 8 2
37 ) 74 ) 259 ) 333 ) 2923 ) 6179

74 222 259 2664 5846
0 37 74 259 333
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【例題 47】 次の 2数の最大公約数を求めよ.

1. 611と 564 2. 2449と 1612 3. 3118と 2219 4. 5217と 2961 5. 7183と 3758

【 発 展 48：ユークリッドの互除法の応用】

1 整数 nについて，5n + 1と 2n + 3の最大公約数は，最大でいくつか．

2 1 となるような，1000以下の自然数 nは何個あるか．
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2. 不定方程式の解の 1つを求める

A. 不定方程式とは何か

変数の数より方程式の数が少ないなどによって，解が無数に存在してしまう方程式を，不定方程

式 (Diophantine equation)という*10．不定方程式の解 (solution)は，たいてい整数解のみを考える*11．

たとえば，3x + 2y = 6は不定方程式である．変数 2つに対し方程式は 1つであり，(x, y) = (0, 3), (2, 0)

など，無数の整数解が存在する．

一方，3x = 6は不定方程式でない．変数 1つに対し方程式は 1つであり，解は x = 2しかない．

特に，1次式で表された不定方程式 ax + by = cを 1次不定方程式という．

B. ax + by = 1の整数解を 1つ求める～その１

たとえば，2x+3y = 1を満たす整数解の 1つとして，(x, y) = (2,−1), (−1, 1)などが簡単に見つけられる．

【例題 49】 次の不定方程式を満たす整数解 (x, y)の組を 1つずつ求めよ．

1. 3x + 4y = 1 2. 3x − 4y = 1 3. 2x − 3y = 1

C. ax + by = 1の整数解を 1つ求める～その２

68x + 47y = 1のように，整数解 (x, y)が見つけられない場合は，ユークリッドの互除法を用いる*12．

互除法の結果を並べた =⇒Ａ＝ｍｋ＋ｒの形に変形 =⇒移項してｒ＝の形にした
68 ÷ 47 = 1 · · · 21

47 ÷ 21 = 2 · · · 5
21 ÷ 5 = 4 · · · 1

=⇒


68 = 47 · 1 + 21

47 = 21 · 2 + 5

21 = 5 · 4 + 1

=⇒


21 = 68 − 47 · 1 · · · · · · · · 1⃝
5 = 47 − 21 · 2 · · · · · · · · 2⃝
1 = 21 − 5 · 4 · · · · · · · · 3⃝

3⃝へ， 2⃝， 1⃝を次のように代入していく．

1 = 21 − 5 · 4

= 21 − (47 − 21 · 2) · 4 ⇐= 2⃝ を代入した

= 21 − 47 · 4 + 21 · 8 ⇐=・４を分配した
= −47 · 4 + 21 · 9 ⇐=21 + 21 · 8 = 21 · (1 + 8)

= −47 · 4 + (68 − 47 · 1) · 9 ⇐= 1⃝ を代入した

= −47 · 4 + 68 · 9 − 47 · 9 ⇐=・９を分配した
= 68 · 9 − 47 · 13 ⇐= − 47 · 4 − 47 · 9 = 47 · (−4 − 9)

つまり，68x + 47y = 1の解の一つが (x, y) = (9,−13)と求められる．

*10 ディオファントス方程式ともいう．不定方程式に関するまとまった研究のうち，残された最古のものがアレクサンドリアのディ

オファントスによる（3 世紀）ため．
*11 高校数学以後では，有理数解を考えることもある．

*12 ただし、これとは別のやり方も存在する。詳しくは p.110 を参照のこと。
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【例題 50】 次の式を満たす整数解 (x, y)の一つを，上のようにして求めなさい．

1. 23x + 16y = 1 2. 41x + 17y = 1 3. 38x − 27y = 1 4. 36x + 29y = 1
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【練習 51：整数解をもたない ax + by = 1】

3x + 6y = 1には整数解 x, yが存在しないことを示せ．

ax + by = 1が整数解をもつ必要十分条件は，a, bが互いに素なことである（p.111）．

D. ax + by = cの整数解を 1つ求める

たとえば，2x + 3y = 5の整数解は (x, y) = (1, 1)などが簡単に見つけられる．

しかし，60x + 41y = 5の整数解は容易には見つからないので，互除法を用いて求める*13．

互除法の結果を並べた =⇒Ａ＝ｂｋ＋ｒの形に変形 =⇒移項してｒ＝の形にした
60 ÷ 41 = 1 · · · 19

41 ÷ 19 = 2 · · · 3
19 ÷ 3 = 6 · · · 1

=⇒


60 = 41 · 1 + 19

41 = 19 · 2 + 3

19 = 3 · 6 + 1

=⇒


19 = 60 − 41 · 1 · · · · · · · · 1⃝
3 = 41 − 19 · 2 · · · · · · · · 2⃝
1 = 19 − 3 · 6 · · · · · · · · 3⃝

1 = 19 − 3 · 6

= 19 − (41 − 19 · 2) · 6 ⇐= 2⃝ を代入した

= 19 − 41 · 6 + 19 · 12 ⇐=・６を分配した
= −41 · 6 + 19 · 13 ⇐=19 + 19 · 12 = 19 · (1 + 12)

= −41 · 6 + (60 − 41 · 1) · 13 ⇐= 1⃝ を代入した

= −41 · 6 + 60 · 13 − 41 · 13 ⇐=・１３を分配した
= 60 · 13 − 41 · 19 ⇐= − 41 · 6 − 41 · 13 = 41 · (−6 − 13)

ここまでは，p.89と同じであるが，最後の式 60 · 13 − 41 · 19 = 1の両辺を 5倍して(
60 · 13 − 41 · 19

)
· 5 = 1 · 5

⇔ 60 · (13 · 5) − 41 · (19 · 5) = 5 ⇐= 60 と 41 はそのまま

⇔ 60 · 65 − 41 · 95 = 5

こうして，60x + 41y = 5の解の一つが (x, y) = (65,−95)と求められる*14．

*13 ただし、これとは別のやり方も存在する。詳しくは p.110 を参照のこと。
*14 ただし，(x, y) = (24,−35), (−17, 25) も解になることが，一般解を求める（p.97）と分かる．
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【例題 52】 次の式を満たす整数解 (x, y)の一つを，前ページのようにして求めなさい．

1. 37x + 21y = 3 2. 69x + 56y = 2 3. 31x − 22y = 4 4. 25x + 16y = 3
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3. 1次不定方程式の一般解

A. 一般解とは何か

たとえば，不定方程式 3x + 4y = 0を考えよう．この整数解として (x, y) = (0, 0), (4,−3), (8,−6)などが

考えられ，そのいずれも xは 4の倍数，yは 3の倍数になっている．

実際，次の 暗記のようにして，3x + 4y = 0の整数解はすべて (x, y) = (4k,−3k)（k は整数）と表される

と分かる．このように，整数 kを用いて，不定方程式のすべての整数解を表したものを，一般解と言う．

【 暗記 53：1次不定方程式の一般解～その１～】

にもっともふさわしい数字・式・言葉を入れ，3x + 4y = 0の整数解を求めなさい．

方程式 3x + 4y = 0 は 3x = ア と変形でき，3x は イ の倍数と分かる．3 と 4 は ウ なので，x

が イ の倍数でないといけない．

そこで，kを整数として x = エ とおいて与式に代入すると，3 · エ + 4y = 0となる．これを解いて

y = オ であるから，3x + 4y = 0の一般解は (x, y) =
(
エ , オ

)
（kは カ ）となる．
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一般解の表し方は 1通りではない．(x, y) = (−4k, 3k)（kは整数）と答えてもよい．

実際，次のようにして考えると，2つの表し方は同じことを表していると分かる．

· · · k = −2 k = −1 k = 0 k = 1 k = 2 · · ·

(x, y) = (4k,−3k) · · · (−8, 6) (−4, 3) (0, 0) (4,−3) (8,−6) · · ·
(x, y) = (−4k, 3k) · · · (8,−6) (4,−3) (0, 0) (−4, 3) (−8, 6) · · ·

⇐=
⇐=

順序が逆に
なっている
だけで，
全体として
は結局同じ

このように，不定方程式の一般解は複数の形がある．詳しくは p.95を参照のこと．

【例題 54】 次の 1次不定方程式の一般解を求めなさい．

1. 2x + 3y = 0 2. 5x + 3y = 0 3. 4x − 3y = 0 4. 12x + 9y = 0

B. 1次不定方程式 ax + by = cの一般解～その１・解法の基礎～

ax + by = cの一般解は，次のようにして求めることができる．

（問）2x + 3y = 1の一般解を求めなさい．

（解）2x + 3y = 1 · · · · · · · · 1⃝の解の一つは (2,−1)であり，2 · 2 + 3 · (−1) = 1 · · · · · · · · 2⃝． 1⃝ − 2⃝から

2x + 3y = 1
−) 2 · 2 + 3 · (−1) = 1
2(x − 2) + 3{y − (−1)} = 0 ⇐⇒ 2(x − 2) = −3(y + 1)

2と 3は互いに素なので，x − 2 = 3k, y + 1 = −2k（kは整数）とおける．

よって，一般解は (x, y) = (3k + 2,−2k − 1)となる．

もし，2x + 3y = 1の解の一つを (−1, 1)とすると最後の一般解は (x, y) = (3k − 1, − 2k + 1)（k

は整数）と変わるが，この形も正しい．詳しくは p.95を参照のこと．
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【 暗記 55：1次不定方程式の一般解～その２～】

に当てはまる式を答え，4x + 3y = 2の一般解を求めなさい．

4x+3y = 2 · · · · · · · · 1⃝の解の一つは (2,−2)なので，4 ·2+3 · (−2) = 2 · · · · · · · · 2⃝． 1⃝− 2⃝から ア = 0

となる．ここから イ = ウ であり，4と 3は互いに素なので， エ = 3k, オ = −4kとおける．

よって，(x, y) =
(
カ , キ

)
（kは整数）となる．

C. 1次不定方程式 ax + by = cの一般解～その２・一般解の様々な形～

p.93などで見たように，不定方程式の一般解は複数の形が存在する．この点を詳しく考えよう．

たとえば，3x + 2y = 1の解を考える．この解には (−1, 2)や，(1,−1)や，(3,−4)がある．それぞれを利

用して一般解を考えてみよう．

i. (−1, 2)とした場合
3x + 2y = 1

−) 3 · (−1) + 2 · 2 = 1

3{x − (−1)} + 2{y − 2} = 0
⇔ 3(x + 1) = −2(y − 2)

3と 2は互いに素なので
x + 1 = 2k, y − 2 = −3kとなり
(x, y) = (2k − 1,−3k + 2)

（kは整数）

ii. (1,−1)とした場合
3x + 2y = 1

−) 3 · 1 + 2 · (−1) = 1

3(x − 1) + 2{y − (−1)} = 0
⇔ 3(x − 1) = −2(y + 1)

3と 2は互いに素なので
x − 1 = 2k, y + 1 = −3kとなり
(x, y) = (2k + 1,−3k − 1)

（kは整数）

iii. (3,−4)とした場合
3x + 2y = 1

−) 3 · 3 + 2 · (−4) = 1

3(x − 3) + 2{y − (−4)} = 0
⇔ 3(x − 3) = −2(y + 4)

3と 2は互いに素なので
x − 3 = 2k, y + 4 = −3kとなり
(x, y) = (2k + 3,−3k − 4)

（kは整数）

これらは
・
す
・
べ
・
て一般解として

・
正
・
し
・
い．式の形は異なるが，以下のように同じ内容を表している．

· · · k = −2 k = −1 k = 0 k = 1 k = 2 · · ·

(x, y) = (2k − 1, − 3k + 2) · · · (−5, 8) (−3, 5) (−1, 2) (1,−1) (3,−4) · · ·
(x, y) = (2k + 1, − 3k − 1) · · · (−3, 5) (−1, 2) (1,−1) (3,−4) (5,−7) · · ·
(x, y) = (2k + 3, − 3k − 4) · · · (−1, 2) (1,−1) (3,−4) (5,−7) (7,−10) · · ·

⇐=
⇐=

１つずつ
ずれている
だけで，
結局は同じ

結局，この 3つの式は，次のような関係になっている．

(x, y)
= (2k − 1, − 3k + 2)

ｋ＝ｋ－１を−−−−−−−−−−−−−−→
ｘ，ｙに代入

(x, y)
= (2k + 1, − 3k − 1)

ｋ＝ｋ－１を−−−−−−−−−−−−−−→
ｘ，ｙに代入

(x, y)
= (2k + 3, − 3k − 4)
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D. 1次不定方程式 ax + by = cの一般解～その３・正しい一般解の見分け方～

たとえば，(x, y) = (−2k − 3, 3k + 5)は 3x + 2y = 1の一般解として正しい．これは，次の 2点が確認でき

るからである．

i.（左辺）= 3(−2k − 3) + 2(3k + 5) = −6k − 9 + 6k + 10 = 1 =（右辺）

ii. xの kの係数について −2 = 2，yの kの係数について 3 = 3，2と 3は互いに素になっている．

ii.を満たさない場合、整数でない kからも整数解 (x, y)が作りうる。たとえば，3x+ 2y = 1の一

般解として x = −4k− 3, y = 6k+ 5（kが整数）を考えると、k = 1
2
からも整数解 (x, y) = (−5, 8)

が得られてしまう．

【例題 56】 以下の解は，7x+ 4y = 1の一般解であるか．一般解でない場合はその理由を簡潔に示せ．た

だし，kは整数とする．

1. (x, y) = (4k − 1, 7k + 2) 2. (x, y) = (4k + 3,−7k − 5) 3. (x, y) = (−12k− 1, 21k+ 2)

1次不定方程式の一般解の正誤を確かめる

x = x0k + x1, y = y0k + y1（kは整数）は，次の 2点を満たしていれば 1次不定方程式 ax + by = cの

一般解である．ただし，x0, x1, y0, y1, a, bはすべて整数であり，x0, y0, a, bは 0でないとする．

i. x, yを代入して両辺が等しいこと．

ii. xと yの，kの係数の絶対値である， x0 , y0 が互いに素であること．

この方法は，あくまでも
・
答
・
え
・
の
・
確
・
認
・
の
・
た
・
めに用いよう．

この確認方法が有効である証明は難しい．詳しくは p.112を参照のこと．

ひとまずは，i.が成り立たなければ x = x0k + x1, y = y0k + y1 は解として不適切であること，ii.が成り

立たなければ，kが整数でなくても，x, yが整数になりうることを理解しよう．
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【練習 57：1次不定方程式の解法～その３～】
次の 1次不定方程式の一般解を求めなさい．

(1) 5x + 4y = 1 (2) 3x + 4y = 1 (3) 6x − 5y = 4 (4) 2x + 3y = 4

E. 1次不定方程式 ax + by = cの一般解～その４・ユークリッドの互除法の利用～

29x + 22y = 3のように係数が大きな方程式の場合は，ユークリッドの互除法を用いて解の 1つを求めて

(p.89)から，一般解を求める (p.94)．

例として 29x + 22y = 3を解こう．29と 22で互除法を用いて変形すると 29 ÷ 22 = 1 · · · 7
22 ÷ 7 = 3 · · · 1

=⇒
 7 = 29 − 22 · 1 · · · · · · · · 1⃝

1 = 22 − 7 · 3 · · · · · · · · 2⃝ =⇒ 1 = 22 − 7 · 3
= 22 − (29 − 22 · 1) · 3 ⇐= 2⃝ を代入

= 22 − 29 · 3 + 22 · 3 ⇐=·3を分配
= −29 · 3 + 22 · 4

つまり，29 · (−3)+ 22 · 4 = 1となるので，両辺に 3を掛けて 29 · (−9)+ 22 · 12 = 3となり解の 1つを得る．

29x + 22y = 3
−)29 · (−9) + 22 · 12 = 3

29{x − (−9)} + 22(y − 12) = 0 ⇔ 29(x + 9) = −22(y − 12)

29と 22は互いに素なので x + 9 = 22k, y − 12 = −29kとなり，(x, y) = (22k − 9,−29k + 12)（kは整数）．

—13th-note— 2.3 ユークリッドの互除法と不定方程式· · · 97



【練習 58：1次不定方程式の解法～その４～】
次の 1次不定方程式の一般解を求めなさい．

(1) 20x + 11y = 1 (2) 31x + 24y = 3 (3) 38x − 29y = 4 (4) 37x + 26y = 2
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4. 種々の 1次不定方程式

A. 1次不定方程式の自然数解

1次不定方程式の解を自然数に限るなら，解は有限個に限定される．

【例題 59】 以下の に当てはまる数字，解の組を答え，適する言葉を選びなさい．

1. 等式 3x + 2y = 20を満たす自然数解 (x, y)を考えよう．

2y > 0より，3x < 20でないといけないので，xに適する自然数は 1以上 ア 以下に限る．

x = 1のとき yは イ となり

{
適する

不適

}
，x = 2のとき yは ウ となり

{
適する

不適

}
．これらを ア ま

で繰り返して，すべての自然数解は エ と分かる．

2. 等式 2x + 3y + 4z = 21を満たす自然数解 (x, y, z)を考えよう．

2x + 3y > 0より，zに適する自然数は 1以上 オ 以下に限る．

z = 1のとき 2x + 3y = カ となり，yは 1以上 キ 以下に限り全ての自然数解 (x, y) = ク ．

z = 2のときは 2x + 3y = ケ となり，同様にして全ての自然数解は (x, y) = コ である．

これを z = オ まで繰り返して，(x, y, z)の自然数解は サ がすべてである．
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B. 整数解，自然数解を求める

【 暗記 60：因数分解を利用して整数解を求める】
次の不定方程式を満たす整数解 (x, y)をすべて求めなさい．

1. (x − 1)(y + 2) = 3 2. xy − x + 2y = 3 3. 1
x
− 2

y
= 1

【 発 展 61：候補を有限個に絞る】

3a + 2b + c = c2, a < b < cを満たす自然数 a, b, cを全て求めなさい．
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2.4 数の数え方・表し方

1. n進法とは何か

A. 10進法

私たちは普段，1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, · · · と数えていく．用いられる数字は
0, 1, 2, · · · , 9 の 10 個の数字だけであるため，この数え方は 10 進法 (decimal numeral system) と言

われる．また，10進法を用いて表された数は 10進数 (decimal numeral) と言われる．

B. n進法

0, 1, 2の 3個の数字だけを用い，1, 2, 10, 11, 12, 20, 21, 22, 100, 101, · · · と数えることができる．こ
のような数の表し方を 3進法 (ternaly numeral system)，表された数を 3進数 (ternaly numeral)と言う．

3進数 Aは，しばしば A(3) のように書かれる．たとえば，3進数 121であれば 121(3) となる．

同様に，0, 1, 2, · · · , n − 1の n個の数字だけを用いた数の表し方を n進法 (base-n numeral system)と

言い，n進法で表された数を n進数 (base-n numeral)と言う．n進数 Aは，A(n) のように書かれる．

C. 世の中における n進法

現在の私たちが 10進法を用いる大きな理由の一つは，私たちの手の指が 10本であることだろう．

しかし，歴史上，10進法以外の方法で数えられた文明は多数存在する．たとえば，その名残として現在

でも，時間の秒や分は 60進法が用いられている．

また，私たちの社会に欠かせないコンピューターは，電気の ON/OFF だけで物を数えている．一方，2
進法 (binary numeral system)は，数字の 1か 0だけで物を数える仕組みである．この類似性のため，コン

ピューターと 2進法は大変密接な関係がある*15．

【例題 62】 右の 1.は，10 1.
10 進数 3 進数

1 1
2 2
3 10
4 11
5 12
6 20
7 21
8 22
9 100
10 101
11
12
13
.
.
.

.

.

.

2.
10 進数 4 進数

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
.
.
.

.

.

.

3.
10 進数 7 進数

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
.
.
.

.

.

.

4.
10 進数 2 進数

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
.
.
.

.

.

.

進数と 3 進数の対応を表

にまとめたものである．

最後の空欄を埋めなさい．

また，2. 以降の空欄を埋

めて，10 進数と，4 進数

や 7 進数や 2 進数との対

応をまとめなさい．

*15 実際には，2 進数を 4 桁ずつに区切って 16 進数を用いられることが多い．詳しくは「情報」の科目などを参照のこと．

102 · · · 第 2章 整数の性質と不定方程式 —13th-note—



2. n進数を 10進数に

A. 10進数への変換

10進数 46073において，3は 1の位であり，4は 10の位，0は 100の位，6は 1000の位，7は 10000の

位である．これは，100 の位，101 の位，102 の位，103 の位，104 の位と言い換えられ，次のように表せる．

46073(10) = 4 · 104 + 6 · 103 + 0 · 102 + 7 · 101 + 3 · 100

同様にして，3進数 12012(3) は，右から順に 30 の位，31 の位，32 の位，33 の位，34 の位となる．そのた

め，次のように計算して 10進数にできる．

12012(3) = 1 · 34 + 2 · 33 + 0 · 32 + 1 · 31 + 2 · 30

= 1 · 81 + 2 · 27 + 0 · 9 + 1 · 3 + 2 · 1 = 81 + 54 + 0 + 3 + 2 = 140(10)

【例題 63】 2101(3), 321(4), 432(5), 807(9), 10101(2) を，すべて 10進数に変えなさい．
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B. 2進法，5進法の小数を 10進法の小数に

10進数の 0.3109は，左から順に 1の位， 1
10
の位，

1
100

の位，
1

1000
の位，

1
10000

の位からできてい

る．これは，100 の位，
1

101 の位，
1

102 の位，
1

103 の位，
1

104 の位
*16と言い換えられる．

0.3513(10) = 0 · 100 + 3 · 1
101 + 1 · 1

102 + 0 · 1
103 + 9 · 1

104

同様にして，5 進数ならば桁が 1 つ減るごとに 1
5
倍の個数の数を表せ

0.1304(5) = 0.3264(10)

0.2 ← 1 × 0.2
0.12 ← 3 × 0.04
0 ← 0 × 0.008

+) 0.0064 ← 4 × 0.0016
0.3264

るため，0.1304(5) は，右から順に 50 の位，
1
51 の位，

1
52 の位，

1
53 の位，

1
54 の位となる．そのため，次のように計算して 10進数にできる．

0.1304(5) = 0 · 50 + 1 · 1
51 + 3 · 1

52 + 0 · 1
53 + 4 · 1

54

= 1 · 0.2 + 3 · 0.04 + 0 · 0.008 + 4 · 0.0016 = 0.2 + 0.12 + 0.0064 = 0.3264(10)

この計算は，右上のような筆算を用いて行うとよい．

一般に，10進法の分数に直して，分母が 2の累乗や 5の累乗になるときのみ，2進法や 5進法に

したとき有限小数になる．特に，
1
3
, 1

6
, 1

7
, 1

9
が無限小数になってしまうので，3進法，6進

法，7進法，9進法などで表された小数を 10進法の小数にすることは，ここでは取り上げない．

【例題 64】 以下の小数を，すべて 10進法の小数に変えなさい．

1. 0.312(5) 2. 0.4012(5) 3. 0.101(2) 4. 0.1101(2) 5. 0.31(4)

*16 数学 II において，負の指数を学び， 1
an = a−n と定義され，たとえば，

1
101 = 10−1, 1

102 = 10−2 である．そのため，0.3109

を左から順に 100 の位，10−1 の位，10−2 の位，10−3 の位，10−4 の位と考えることもできる．
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3. 10進数を n進数に

A. 10進法の整数を n進法の整数に

26(10) = 11010(2)

2 ) 26
2 ) 13 · · · 0
2 ) 6 · · · 1
2 ) 3 · · · 0

1 · · · 1

↰

163(10) = 431(6)

6 ) 163
6 ) 27 · · · 1

4 · · · 3

↰

たとえば，26(10) を 2 進数にするには，

左のようにする．

つまり，2で割り続けて余りを書き並べ，

26(10) = 11010(2) と求められる．

この求め方については，4531(10)を 10で

割り続けると，右のように，10進数の位

が順に現れることから理解できる．

4531(10) = 4531(10)

10 ) 4531
10 ) 453 · · · 1
10 ) 45 · · · 3

4 · · · 5

↰

上のやり方で求められることの厳密な証明は難しい (p.113)．

【例題 65】 53(10) を 4進数，3進数，2進数で表しなさい．

また，456(10) を 9進数，8進数，7進数で表しなさい．

B. 10進法の小数を 2進法，5進法の小数に

たとえば，0.296(10) を 5進法の小数にするには，左下のように，5を掛けて整数部分を取り除くことを繰

り返し，最後に整数部分を上から書き並べればよい．同じように，2進数にするには，真ん中のように 2を

掛けていく．

0.296(10) = 0.122(5)

↓
0. 2 9 6
× 5

1⃝. 4 8 0
× 5 ← 1⃝は無視して掛ける

2⃝. 4 0 ←０.４８×５
× 5 ← 2⃝は無視して掛ける

2⃝. 0 ←０.４×５

0.625(10) = 0.101(2)

↓
0. 6 2 5
× 2

1⃝. 2 5 0
× 2 ← 1⃝は無視して掛ける

0⃝. 5 0 ←０.２５×２
× 2

1⃝. 0 ←０.５×２

0.378(10) = 0.378(10)

↓
0. 3 7 8
× 1 0

3⃝. 7 8 0
× 1 0

7⃝. 8 0 ←０.７８×１０
× 1 0

8⃝. 0 ←０.８×１０

これは，0.378(10) に 10を掛けて整数部分を取り除くことを繰り返すと，下のように，10進数の位が順に

現れることから理解できる．

上のやり方で求められることの厳密な証明は難しい (p.114)．

—13th-note— 2.4 数の数え方・表し方· · · 105



【例題 66】 0.456(10) を 5進数で表せ．また，0.8125(10) を 2進数で表せ．

4. n進数の四則計算

A. 2進数の足し算

まず，10進数の足し算 3578 + 8229を筆算で考えてみよう．

3 5 7 8
+ 8 2 2 9

1 7
８＋９＝１７

=⇒
3 5 7 8

+ 8 2 2 9
1 0 7

７＋２＋１＝１０

=⇒
3 5 7 8

+ 8 2 2 9
8 0 7

５＋２＋１＝８

=⇒
3 5 7 8

+ 8 2 2 9
1 1 8 0 7
３＋８＝１１

同様にして，2進数の足し算 10001(2) + 1011(2) は次のように筆算できる．

ここで，0(2) + 0(2) = 0(2), 0(2) + 1(2) = 1(2), 1(2) + 1(2) = 10(2), 1(2) + 1(2) + 1(2) = 11(2) に注意しよう．

1 0 0 0 1
+ 1 0 1 1

1 0
１＋１＝１０

=⇒
1 0 0 0 1
+ 1 0 1 1

1 0 0
０＋１＋１＝１０

=⇒
1 0 0 0 1
+ 1 0 1 1

1 0 0
０＋０＋１＝１

=⇒
1 0 0 0 1
+ 1 0 1 1

1 1 0 0
０＋１＝１

=⇒
1 0 0 0 1
+ 1 0 1 1

1 1 1 0 0(2)
１を下ろした

【例題 67】 次の足し算をしなさい．

1. 1001(2) + 101(2) 2. 11001(2) + 11011(2) 3. 11111(2) + 1011(2)
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B. 2進数の引き算

まず，10進数の引き算 10131 − 4312を筆算で考えてみよう．

1 0 1
2
3

11
1

− 4 3 1 2

３から１０借りた

=⇒
1 0 1

2
3

11
1

− 4 3 1 2
1 9

１１－２＝９

２－１＝１

=⇒
1

10
0 1 3 1

− 4 3 1 2
1 9

１－３はできない

２つ左から借りる

=⇒
1

9
10
0

11
1 3 1

− 4 3 1 2
1 9

これで借りられる

=⇒
1

9
10
0

11
1 3 1

− 4 3 1 2
5 8 1 9

１１－３＝８

９－４＝５

同様にして，2進数の引き算 110010(2) − 1001(2) は次のように筆算できる．

0(2) − 0(2) = 0(2), 1(2) − 0(2) = 1(2), 10(2) − 1(2) = 1(2) に注意しよう．

1 1 0 0 1
10
0

− 1 0 0 1

０－１はできない

左隣から借りる

=⇒
1 1 0 0 1

10
0

− 1 0 0 1
0 1

１０－１＝１

=⇒
1

1
10
0

10
0 1

10
0

− 1 0 0 1
0 0 1(2)

０－０＝０

=⇒
1 1

10
0 0 1

10
0

− 1 0 0 1
0 0 1

０－１はできない

左隣から借りる

=⇒
1 1

1
10
0

10
0 1

10
0

− 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1
１０－１＝１

残りは下ろす

また，10010(2) − 1101(2) のように，繰り下がりが多い場合は次のようになる．

1 0 0 1
10
0

− 1 1 0 1

０－１はできない

隣から借りる

=⇒
1 0 0 1

10
0

− 1 1 0 1
0 1

１０－１＝１

=⇒
1

10
0 0 1

10
0

− 1 1 0 1
0 1

０－１はできない

２つ左から借りる

=⇒
1

1
10
0

10
0 1

10
0

− 1 1 0 1
0 1

これで借りられる

=⇒
1

1
10
0

10
0 1

10
0

− 1 1 0 1
1 0 1(2)

１０－１＝１

１－１＝０

【例題 68】 次の引き算をしなさい．

1. 11011(2) − 101(2) 2. 10101(2) − 1010(2) 3. 110110(2) − 11011(2) 4. 101000(2) − 11011(2)
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C. 2進数の掛け算

2進数の掛け算 1101(2) × 101(2) は次のように筆算して，1000001(2) と分かる．

1 1 0 1
× 1 0 1

1 1 0 1

１１０１× １

=⇒

1 1 0 1
× 1 0 1

1 1 0 1
1 1 0 1

１１０１× １

=⇒

1 1 0 1
× 1 0 1

1 1 0 1
1 1 0 1

1 0 0 1
最後に足し算

=⇒

1 1 0 1
× 1 0 1

1 1 0 1
1 1 0 1

1 0 0 0 0 0 1(2)

【例題 69】 次の掛け算をしなさい．

1. 1011(2) × 101(2) 2. 10101(2) × 1011(2) 3. 1011(2) × 111(2) 4. 10011(2) × 1111(2)

D. 2進数の割り算

2進数の足し算 110101(2) ÷ 101(2) は次のように筆算して，商 1010(2)，余り 11(2) となる．

1
1 0 1) 1 1 0 1 0 1

1 0 1
1

１１０÷１０１は商が１

=⇒

1
1 0 1) 1 1 0 1 0 1

1 0 1
1 1

１を下ろした

=⇒

1 0
1 0 1) 1 1 0 1 0 1

1 0 1
1 1

１１÷１０１は商が０

=⇒

1 0
1 0 1) 1 1 0 1 0 1

1 0 1
1 1 0

さらに０を下ろした

=⇒

1 0 1
1 0 1) 1 1 0 1 0 1

1 0 1
1 1 0
1 0 1

1
１１０÷１０１は商が１

=⇒

1 0 1
1 0 1) 1 1 0 1 0 1

1 0 1
1 1 0
1 0 1

1 1
さらに１を下ろした

=⇒

1 0 1 0(2)
1 0 1) 1 1 0 1 0 1

1 0 1
1 1 0
1 0 1

1 1(2)
１１÷１０１は商が０

【例題 70】 次の割り算をしなさい．割り切れない場合は商と余りを答えなさい．

1. 111111(2) ÷ 11(2) 2. 10101111(2) ÷ 110(2) 3. 10001000(2) ÷ 101(2)
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【練習 71：2進数の四則計算】
次の計算をしなさい．割り切れない場合は商と余りを答えなさい．

(1) 11111(2) + 11111(2) (2) 1001000(2) − 101011(2) (3) 100100100(2) − 111111(2)

(4) 11010110(2) ÷ 111(2) (5) 1101011010(2) ÷ 1011(2) (6) 発 展 1111(2) × 1111(2)

E. n進数の計算

2進数以外においても，足し算と引き算は筆算で計算できる*17．

【 発 展 72：n進数の計算】

次の計算をしなさい．

1 12012(3) + 2201(3) 2 123456(7) − 54321(7) 3 43210123(5) − 1234321(5)

*17 掛け算・割り算は，九九が使えないため難しい．
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2.5 第２章の補足

1. 余りの判定法の証明
倍数と余りの判定法のまとめ

自然数 nについて，倍数と余りの判定が以下のようにできる．

(1) • 「n ÷ 2の余り」=「（nの一の位）÷ 2の余り」

• 「n ÷ 4の余り」=「（nの下 2桁）÷ 4の余り」

• 「n ÷ 8の余り」=「（nの下 3桁）÷ 8の余り」

(2) • 「n ÷ 5の余り」=「（nの一の位）÷ 5の余り」

• 「n ÷ 25の余り」=「（nの下 2桁）÷ 25の余り」

(3) • 「n ÷ 3の余り」=「（nの全ての位の和）÷ 3の余り」

• 「n ÷ 9の余り」=「（nの全ての位の和）÷ 9の余り」

A. 『2,4,8,5,25で割ったときの余り』の証明

自然数 nの一の位を a，下 2桁を b，下 3桁を cとし，それぞれ n = 10A+a, n = 100B+b, n = 1000C+c

とおく（A, B, C は整数）．

mod2において，n = 10A+ a ≡ 0+ a = aより，「n÷ 2の余り」=「（nの一の位）÷ 2の余り」は示された．

mod 4において，n = 100B+ b ≡ 0+b = bより，「n÷4の余り」=「（nの下 2桁）÷4の余り」は示された．

mod8において，n = 100C + c ≡ 0+ c = cより，「n÷ 8の余り」=「（nの下 3桁）÷ 8の余り」は示された．

mod5において，n = 10A+ a ≡ 0+ a = aより，「n÷ 5の余り」=「（nの一の位）÷ 5の余り」は示された．

mod25において，n = 100B+ b ≡ 0 + b = bより，「n ÷ 25の余り」=「（nの下 2桁）÷ 25の余り」は示さ

れた．

B. 『3,9で割ったときの余り』の証明

自然数 nは k桁の数とし，下から第 i桁を ai（0 ≦ ai ≦ 9）とする．すると，

n = ak · 10k−1 + ak−1 · 10k−2 + · · · + a3 · 102 + a2 · 10 + a1

である．mod3, mod 9のいずれについても，10 ≡ 1であるから

n ≡ ak · 1k−1 + ak−1 · 1k−2 + · · · + a3 · 12 + a2 · 1 + a1 = ak + ak−1 + · · · + a3 + a2 + a1

右辺は nの全ての位の和に一致するから，「n ÷ 3の余り」=「（nの全ての位の和）÷ 3の余り」，「n ÷ 9の余

り」=「（nの全ての位の和）÷ 9の余り」がいずれも示された．

2. 1次方程式 ax + by = cの整数解を 1つ求める別の方法

p.89, 91で扱った方法には、別のやり方が存在する。たとえば、60x + 41y = 5であれば

60x + 41y = 5 ⇔ (41 + 19)x + 41y = 5
⇔ 41(x + y) + 19x = 5
⇔ (19 · 2 + 3)(x + y) + 19x = 5
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⇔ 19(2x + 2y) + 3(x + y) + 19x = 5
⇔ 19(3x + 2y) + 3(x + y) = 5

ここで 3x + 2y = A, x + y = B とおいた 19A + 3B = 5 には、整数解 (A, B) = (2,−11) が存在する。

A = 3x + 2y = 2, B = x + y = −11を解いて (x, y) = (24,−35)。

3. 発 展 ax + by = cが整数解をもつ条件

A. ax + by = 1が整数解をもつ条件

p.91の例題で見たように，3x + 6y = 1のように，a, bが互いに素でないときは ax + by = 1には整数解が

存在しない．これは，逆も成立し，たいていは次の形で述べられる．その証明には，「bで割った余りは（割

り切れる場合を除くと）b − 1通りしかない」ことが用いられる．

ax + by = 1が整数解をもつ条件

「a, bが互いに素である」⇐⇒ 「1次不定方程式 ax + by = 1の整数解が存在する」

（証明）（⇐）ax + by = 1 となる整数 x, y が存在することを示すには，ax = b(−y) + 1 であるから，適

当な整数 x を選べば，ax を b で割った余りが 1 になることを示せばよい．そこで，b − 1 個の整数

a, 2a, 3a, · · · , a(b − 1)の中に，bで割った余りが 1になるものが存在することを示す．

a, 2a, 3a, · · · a(b − 1)の中で，bで割った余りが 1となるものがなかったと仮定する（ · · · · · · · · 1⃝）．
まず，a, bは互いに素なので，a, 2a, 3a, · · · , a(b − 1)はすべて bで割り切れない．つまり，bで割っ

た余りは 1から b − 1のいずれかである．

しかし，a, 2a, 3a, · · · , a(b − 1)は b − 1個あるので，この中に余りが 1のものがないならば，bで割っ

た余りが等しくなるような la, ma（b > l > m > 0）が存在しなければならない．このとき

la − maが bで割り切れる⇒ la − ma = kbとなる 0でない整数 kが存在する

となって (l − m)a = kbであるが，l − m < bより*18，a, bが互いに素であることと矛盾する．

よって， 1⃝は間違っており，a, 2a, 3a, · · · a(b − 1) の中で，b で割った余りが 1 となるものが存在す

る．それを pa とおき，pa を b で割った余りを q とすれば，pa = qb + 1 ⇔ ap + b(−q) = 1 となり，

ax + by = 1の整数解として (p,−q)が存在すると示される．

（⇒）対偶「a, bが最大公約数 d(, 1)をもつならば，ax + by = 1は整数解をもたない」を背理法で示す．

仮定より，a = dA，b = dBとおける（A, Bは互いに素な整数）ので，ax+ by = 1⇔ d(Ax+ By) = 1であ

る．これを満たす整数解 (x, y)があったならば，左辺は dの倍数，右辺は dで割って 1余り矛盾する．

よって，ax + by = 1が整数解を持たないことが示されて，対偶が示された．

B. ax + by = cが整数解をもつ条件

たとえば，6x + 12y = 14は各辺を 2で割って 3x + 6y = 7となる．このように，方程式 ax + by = cは，

a, b, cの最大公約数が 1になるようにできる．

この 3x + 6y = 7には整数解はない．3(x + 2y) = 7と変形でき，x, yが整数であれば左辺は 3の倍数とな

*18 両辺を l−m で割ると、a = kb
l − m

となるが、l−m < b より右辺に b の約数が残り、それが a, b の 1 でない公約数となってし

まう。
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る一方，右辺 3の倍数にならないからである．

一般に，ax + by = cについて次が成り立つことが，上の証明を応用して示される．
ax + by = cが整数解をもつ条件

a, b, cの最大公約数が 1のとき

「a, bが互いに素」⇐⇒ 「1次不定方程式 ax + by = cの整数解が存在する」

4. 発 展 一次不定方程式の一般解について

A. 1次不定方程式 ax + by = cの一般解を確認する

1次不定方程式 ax + by = cの一般解を見分ける方法（p.96）は，いつでも有効であることが以下のように

示される．

一次不定方程式の一般解の正誤を確かめる

x = x0k + x1, y = y0k + y1（kは整数）は，次の 2点を満たしていれば一次不定方程式 ax + by = cの

一般解である．ただし，x0, x1, y0, y1, a, bはすべて整数であり，x0, y0, a, bは 0でないとする．

i. x, yを代入して両辺が等しいこと．

ii. xと yの，kの係数の絶対値である， x0 , y0 が互いに素であること．

（証明）まず，i.を満たしているので，ax + byに x = x0k + x1, y = y0k + y1 を代入した式

a(x0k + x1) + b(y0k + y1) = (ax0 + by0)k + (ax1 + by1)

は kに関わらず cに等しい．よって，ax0 + by0 = 0 · · · · · · · · 2⃝, ax1 + by1 = c · · · · · · · · 3⃝である．
一方，ax + by = c を満たす整数解 (p, q) を任意にとる．このとき，適当な実数 l, m が存在し，

p = x0l + x1, q = y0m + y1 と表せる．(p, q)は解なので

ap + bq = c ⇔ a(x0l + x1) + b(y0m + y1) = c

⇔ ax0l + by0m + ax1 + by1 = c

⇔ −by0l + by0m + c = c（ 2⃝より ax0 = −by0 と， 3⃝を代入した）
⇔ by0(m − l) = 0

by0 , 0から m − l = 0であり，m = lと分かる．よって，(p, q) = (x0l + x1, y0l + y1)とおける．

あとは，lが整数でないといけないことを示せばよい．

まず，l が無理数であれば，p, q が整数でないことは明らか．l = v
u
と既約分数で表せるとすると，

p = x0 · v
u
+ x1, q = y0 · v

u
+ y1 はともに整数なので，uは x0, y0 の公約数でないといけない．しかし，

ii.より，x0, y0 の最大公約数は 1．よって，u = 1であり lは整数である．

以上より，ax + by = cのどんな整数解も，整数 lを用いて (x, y) = (x0l + x1, y0l + y1)と表せる．

B. ax + by = cの一般解

一般に，a, b が互いに素であるとき，ax + by = c の解の 1 つが (x, y) = (x0, y0) であるならば，

(x, y) = (bk + x0, − ak + y0)は ax+ by = cの一般解になっている．これは，上の確認方法によって確かめる

ことができる．
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5. 発 展 『10進数から n進数への変換』の証明

A. n進法による数の表現

たとえば，n進法の整数において，小さい位から a0, a1, a2, · · · , ak だったとしよう（a0, a1, a2, · · · , ak

はすべて 0から n − 1の整数）．このような整数 N は ak · · · a2a1a0(n) と書かれ

N = ak · · · a2a1a0(n) = ak · nk + · · · + a2 · n2 + a1 · n + a0

である．たとえば，10進法において，小さい位から 1, 2, 3, 4, 5である整数 N は次のようになる．

N = 12345(10) = 1 + 2 · 10 + 3 · 102 + 4 · 103 + 5 · 104

同じように，0と 1の間の大きさの n進法の小数において，大きい位から順に a1, a2, · · · , ak だったとしよ

う（a1, a2, · · · , ak はすべて 0から n − 1の整数）．このような小数 N は 0.a1a2 · · · ak(n) と書かれ

N = 0.a1a2 · · · ak(n) = 0 + a1 · 1
n
+ a2 · 1

n2 + · · · + ak · 1
nk

である．たとえば，10進法において，小数第 1位から順に 9, 8, 7, 6, 5である小数 N は次のようになる．

N = 0.98765(10) = 0 + 9 · 1
10
+ 8 · 1

102 + 7 · 1
103 + 6 · 1

104 + 5 · 1
105

B. 『10進法の整数を n進法の整数にする方法』の証明

この方法は，結局次のようにまとめられ，数学 Bで学ぶ「数学的帰納法」を使って示すことができる．

10進法の整数を n進法の整数にする方法

整数 N を nで割り，その商を再び nで割ることを，商が n未満になるまで繰り 163(10) = 431(6)

6 ) 163
6 ) 27 · · · 1

4 · · · 3

↰返す（ · · · · · · · · 4⃝）． 4⃝が k 回行われ，i回目の余りを ai−1（1 ≦ i ≦ k）、最後に

残った nより小さな商を ak とおくと，N = ak · · · a2a1a0(n) である．

（証明）Ak =

{
N
nk ≦ N < nk+1

}
とおくと、 4⃝を k 回行う数と集合 Ak は一致する。0以上のすべての k

について、Ak に含まれる全要素が定理を満たすことを、kについての数学的帰納法を用いて示す．

i) k = 0 のときは明らか。k = 1 のとき，A1 ∈ N について、N ÷ n の余りが a0、商が a1 となるので

N = a1a0(n) を示せばよいが，N ÷ n = a1 · · · a0 より N = a1 · n + a0 = a1a0(n) となって示された．

ii) 0 ≦ l ≦ kである整数 lに対し、Al ∈ N については，命題が正しいと仮定する（ · · · · · · · · 5⃝）．
このとき，Ak+1 ∋ N について， 4⃝を繰り返した i回目の余りを ai−1（1 ≦ i ≦ k + 1）、最後に残った

nより小さな商を ak+1 とおくと，N = ak+1 · · · a2a1a0(n) であることを示せばよい．

N を最初に割った商を q，余りを rとおく．すると，r = a0 より N = nq + a0（ · · · · · · · · 6⃝）である．
また，q ∈ Ak であり、最後に残った nより小さな商は N と同じ ak+1，qに対する i回目の 4⃝の余り
は、N に対する i + 1回目の 4⃝の余りに等しく ai．

よって，仮定 5⃝より q = ak+1 · · · a3a2a1(n) = ak+1 · nk + · · ·+ a3 · n2 + a2 · n+ a1 である。 6⃝に代入して

N = n(ak+1 · nk + · · · + a3 · n2 + a2 · n + a1) + a0

= ak+1 · nk+1 · · · + a3 · n3 + a2 · n2 + a1 · n + a0 = ak+1 · · · a3a2a1a0(n)

よって，Ak+1 ∋ N でも正しい．

以上より， 4⃝が何回必要な整数であっても，正しいことが示された．
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C. 『10進法の小数を n進法の小数にする方法』の証明

この方法は，結局次のようにまとめられ，数学 Bで学ぶ「数学的帰納法」を使って示すことができる．

10進法の小数を n進法の小数にする方法

0 < N < 1 とする．N に n を掛け，その答えの整数部分

↓
0. 2 9 6 (0.296(10) = 0.122(5))
× 5

1⃝. 4 8 0
× 5 ← 1⃝は無視して掛ける

2⃝. 4 0 ←０. ４８×５
× 5 ← 2⃝は無視して掛ける

2⃝. 0 ←０. ４×５

を取り除き，小数部分を再び n で掛けることを，繰り返す

（ · · · · · · · · 7⃝）．k 回目の 7⃝で取り除かれた整数部分を ak と

おくと，N = 0.a1a2a3 · · · ak · · ·(n) である*19．

（証明・どんな実数にも n進法表記ができることは証明無しに用いる）

実数 N に対し、N = 0.b1b2b3 · · · bk · · ·(n) とする（有限小数の場合は，ある程度以上大きな kでは bk = 0

とする）．ak = bk であることを示せばよい．

ここで，「 7⃝を l回繰り返した時，N が bl.bl+1bl+2 · · ·(n) となっていること」を数学的帰納法を用いて示す．

(1) l = 1のとき

N = 0.b1b2 · · · bk · · ·(n) = 0 + b1 · 1
n
+ b2 · 1

n2 + · · · + bk · 1
nk + · · ·

であるから，N に nを掛けると

nN = b1 + b2 · 1
n
+ b3 · 1

n2 + · · · + bk · 1
nk−1 + · · · = b1.b2b3 · · ·(n)

となり，正しい．

(2) l = kのとき正しいと仮定する．つまり， 7⃝を k回繰り返した後，N が bk.bk+1bk+2 · · ·(n) となって

いると仮定する．この小数部分 0.bk+1bk+2 · · ·(n) を n倍すると

n × 0.bk+1bk+2 · · ·(n) = n
(
0 + bk+1 · 1

n
+ bk+2 · 1

n2 + · · ·
)

= bk+1 + bk+2 · 1
n
+ bk+3 · 1

n2 + · · · = bk+1.bk+2bk+3 · · ·(n)

となり，l = k + 1のときも正しい．

以上より，任意の自然数 k について， 7⃝を k 回繰り返した時，N が bk.bk+1bk+2 · · ·(n) となって整数部分

は bk となる。

よって、k回繰り返した後に取り除く整数部分が bk に一致するから，ak = bk が示された．

*19 小数点以降，無限に数が続く数は「無限個の数の和」を表し，無限の扱いについて注意が必要になるが，この場合は問題がない．

詳しくは数学 III で学ぶ．
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第3章 平面図形

この章では，三角形・四角形・円などの平面図形について成り立つ重要な法則につい

て学ぶ．

3.1 三角形の性質（１）

1. 三角形の成立条件

A. 描ける三角形・描けない三角形

3辺が 6 cm，4 cm，3 cmの三 ６＜４＋３

なので描ける

6

34

６＞４＋１

なので描けない

6

4 1
届かない

角形は描けるが，3 辺が 6 cm，

4 cm，1 cm の三角形を描くこ

とはできない．

一番長い辺（6 cm）を底辺に

して書いてみよう．すると，一番長い辺は，他の 2辺の和より短くないといけない．

【例題 1】 3辺が以下で与えられる三角形が，存在するか，存在しないか，答えなさい．

a) 5, 3, 3 b) 7, 4, 3 c) 8, 5, 2 d) 9, 6, 4
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B. 三角形の成立条件

3辺が a, b, cである三角形が存在する条件は，以下のようにまとめられる．
三角形の成立条件

3辺が a, b, cである三角形が存在する条件は

c < a + b, b < c + a, a < b + cを・全・て満たすこと*1

である．特に，cが一番長い場合は，c < a + bが成り立てば十分である．

【練習 2：三角形の成立する条件】

(1) 3辺が x − 2, x, x + 2である三角形を考えよう．最大辺は ア の辺なので，三角形が存在するには

ア < イ でないといけない．これを解いて， ウ < xのときに三角形が存在する．

(2) 3辺が 3, 5, x + 1である三角形を考えよう．三角形が成立する条件は，

連立不等式


3 < エ

5 < オ

x + 1 < カ

の解であるから， キ < x < ク のときに三角形が存在する．

(3) 3辺が 5, x + 2, 2x + 1である三角形が成立するための xの条件を求めよ．

*1 「この 3 条件を同時に満たす」ことの必要十分条件として「不等式 a − b < c < a + b を満たす」ことを考えてもよい．ただ
し，絶対値が含まれる分，計算は少しややこしいことがある．
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2. 三角形の辺と角

A. 辺と角の名前

△ABCにおいて，以下のように略すことが多い．

A B

C

c

ab

A B

C
∠A，∠B，∠Cの大きさ −→ それぞれ A，B，C

辺 BC，CA，ABの長さ −→ それぞれ a，b，c

たとえば，角
・A・の・向・か・い・側にある辺 BC・を・a ・と・表・すことになる．

今後，特に断りのない限りこの記法にしたがうこととする．

B. 辺と角の大小関係

たとえば，A = 45◦, B = 60◦, c = 6を描くと a < bになる．

また，a = 3, b = 4, c = 6の △ABCを描くと，角の大きさは A < B < C になる．

一般に，次のような関係が成り立つ．

三角形の辺と角

△ABCについて，辺の大小と，向かいの角の大小は，一致する．

（証明）a > b ⇐⇒ A > Bを示せばよい．

A B

C

ab

A B
⇒

A B

C

D
aab

A B

C

ab

A B

⇒

A B

C

E

A A

a < bのとき，辺 AC上に，CD = aとなるよう D

をとる．すると

B > ∠CBD = ∠CDB = A + ∠DBA > A

から，A < Bが示される．

逆に，A < Bであったとする．このとき，∠ABE = A

となるよう，辺 AC上に Eをとる．すると，△EAB

は二等辺三角形であるから

b = AE + EC = BE + EC > CB = a

から，a < bである．

上の定理は，定理の内容の分かりやすさに比べると，証明が難しい．

【例題 3】 次の三角形について，一番長い辺・短い辺はそれぞれどこか．

1. A = 50◦, B = 60◦ 2. A = 100◦, B = 30◦ 3. B = 45◦, C = 40◦
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【 発 展 4：辺の大小と角の大小】

辺 BCが最大である △ABCの辺 AB上に Pをとるとき，PC < BC · · · · · · · · 1⃝を示そう．

B C

A

P

「三角形の辺と角の大小関係」から， 1⃝を示すには
∠ ア < ∠ イ · · · · · · · · 2⃝を示せばよい．ここで，△ABCにおいては

辺 BCが最大であるので，∠ ア < ∠ ウ であるから，

∠ イ − ∠ ア > ∠ イ − ∠ エ = ∠ オ > 0

よって， 2⃝が成立することが分かったから，よって， 1⃝が示せた． ■

3. 辺の内分・外分

A. 内分とは・外分とは

線分 ABを考え，Pを直線 AB上のどこか（A，B除く）にとる．

P を線分 AB 内にとるとき「P は線分 AB を内分 (interior devision) する」という．線分の長さの比

AP : PB = m : nとなるとき「Pは線分 ABを m : nに内分する」という．

P を線分 AB 外にとるとき「P は線分 AB を外分 (exterior division) する」という．線分の長さの比

AP : PB = m : nとなるとき「Pは線分 ABを m : nに外分する」という．

ｍ：ｎに内分

A BP
m⃝ n⃝

ｍ：ｎに外分（ｍ＞ｎのとき）

A B P
m⃝

n⃝

ｍ：ｎに外分（ｍ＜ｎのとき）

A BP m⃝
n⃝

上の図のように「Aから Pへ，Pから Bへ」の矢印 2つで考えると，内分も外分も分かりやすい．

また，Pが線分 ABを 1 : 1に内分するとき，Pは中点になる．
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【例題 5】

以下の目盛りが等間隔であるとき， 　　 に数値を，（　）に「内」「外」のいずれかを入れよ．

A BP Q R S T

· Pは ABを ア : イ に（ウ）分している · Qは ABを エ : オ に（カ）分している

· Rは ABを キ : ク に（ケ）分している · Sは ABを コ : サ に（シ）分している

· Tは ABを ス : セ に（ソ）分している

【例題 6】 右の線分 XYの長さ
X Y12

を 12とし，線分 XYを 1 : 2に

内分する点を A，5 : 1に内分する点を B，1 : 2に外分する点を C，3 : 2に外分する点を Dとする．

1. 点 A、B、C、Dのうち、一番左にある点、一番右にある点を答えなさい。

2. XA，XB，XC，XDの長さをそれぞれ求めよ．

3. 比 XA : AB : BYを求めよ．

【 暗記 7：3分割された線分の長さ】
線分 ABを 3 : 5に内分した点を P，5 : 1に内分した点を Qとするとき，比 AP : PQ : QBを求めよ．
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B. 内角の二等分線の定理

三角形の内角を二等分する線は，以下の性質を持つ．

内角の二等分線の定理

△ABC について，∠A を二等分する線と辺 BC が P で交わるとき
A

B CP

• •
（∠BAP = ∠PACのとき），次が成り立つ．

BP : PC = BA : AC

「Aから Pへ」二等分線を引いて，BA : AC
ＡをＰに−−−−−−−−−−−−−−−−→

代えても同じ
BP : PCと覚えても良い．

（証明）CA // PDとなるよう，辺 AB上に Dをとる．このとき A

B
CP

D
• •

∠APD = ∠PAC　　（CA // PDより）

= ∠PDA　　（APは ∠Aを二等分するから）

であるから，△DAPはDA = DP · · · · · · · · 1⃝ の二等辺三角形．よって

AB : AC = DB : DP　　（CA // PDより △BDP∽ △BACであるから）

= DB : DA　　（ 1⃝から）
= BP : PC　　（CA // PDより） ■

【例題 8】 以下の図について，xの値を求めなさい．

1. ××
x6

3 4

2.

•• 36

4 x

3.

••
12

15

12

x

4.

• • 159

16
x

【練習 9：内角の二等分線】
右の △ABCについて，次の問いに答えよ．

A

B CP

• •
9 6

10

(1) BP，PCの長さを求めよ．

(2) ∠Bの二等分線と APの交点を Qとする．AQ : QPを求めよ．

(3) ∠Cの二等分線と APの交点を Rとする．AR : RPを求めよ．

120 · · · 第 3章 平面図形 —13th-note—



C. 外角の二等分線の定理

外角の二等分線の定理

△ABCについて，∠Aの外角を二等分する線と辺 BCが Qで A

B C Q

T

×
×

交わるとき（∠CAQ = ∠QATのとき），次が成立する．

BQ : QC = BA : AC

「Aから Qへ」二等分線を引いて，BA : AC
ＡをＱに−−−−−−−−−−−−−−−−→

代えても同じ
BQ : QCと覚えても良い．

【 発 展 10：外角の二等分線の定理の証明】

「外角の二等分線の定理」を証明せよ．

【練習 11：内角・外角の二等分線】
右の △ABCについて，次の問いに答えよ．

A

B C

P

Q

T

×
×

△△

9
6

10

(1) AP，PCの長さを求めよ．

(2) AQは ∠Aの外角の二等分線である．BQ : QPを求めよ．

(3) ∠Cの外角の二等分線と直線 BPの交点を Rとする．

BR : RPを求めよ．
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3.2 円の性質（１）～円の弦・接線

次に学ぶ内心・外心の準備として，円の弦・接線について学ぶ．

A. 円と直線の共有点

円と直線の
円と直線の関係 交わっている 接している 離れている

弦
（線分ＰＱ）P

Q

接線

接点

共有点の個数 2個 1個 0個

関係は，共有

点の個数によ

って右の表の

ようにまとめ

られる．

B. 円の弦－共有点が２つのとき

円は、弦の垂直二等分線について線対称であり，次のことが成り立つ．

【練習 12：弦の垂直二等分線】
円 Oと直線 PQが右のように交わっているとする． 弦

P

Q

(1) 暗記 以下の に当てはまる言葉を答えなさい。

a) 弦 PQの垂直二等分線は，必ず円の ア を通る．

b) 逆に、円の中心を通り弦 PQに垂直な線は，PQの イ を通る．

c) また、円の中心と弦 PQの中点を通る直線は，弦 PQと ウ する．

(2) 上の b), c)を示しなさい*2。

*2 なお、a) は次のようにして証明できる。「PQ の垂直二等分線は，P からも Q からも等間隔にある点の集まりであるが，
OP = OQ =（円の半径）であるから，O は PQ の垂直二等分線上にある．」
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C. 円の接線－共有点が１つのとき

円の接線

円とその接線について，次のことが成り立つ．
T

O

接線の長さ

接
線
の
長
さ

P

1. 円 Oと直線が接点 Tで接しているとき，線分 OTは接線

と垂直に交わる．

2. 円外の点 P から円へ接線を引くとき，P から接点までの

距離を接線の長さという．Pからの接線は 2本引けるが，

どちらの接線の長さも等しい．

（1.の証明）接線と OTが垂直に交わらないと仮定し（ · · · · · · · · 1⃝）、背理法で示す．
Oから接線へ垂線を引き，その足を Hとする．Hと Tは異なるので，Hは円周より外側にある．つま

り，OT > OHであるが，直角三角形 OTHについて斜辺 OHが一番長くないことになり，矛盾である．

よって，仮定 1⃝は誤りであり，接線と OTは垂直に交わる． ■

（2.の証明）右図において，PC = PDを示せばよい．

O
P

C

D

△POCと △PODについて，∠POC = ∠POD = 90◦，POは共通，OC = ODか

ら直角三角形の斜辺と他の 1辺が等しいと分かるので，△POC ≡ △PODにな

る．よって，PC = PDが示された． ■

直観的には，上の図の直線 OPについて線対称であるから，接線の長さは等しい．

【練習 13：円と直線】
中心が Oである半径 2の円へ，OP = 5となる Pから接線を 2本引き，接点を A，Bとする．

(1) ABと OPの交点を Cとする．△OAPと合同な三角形を 1つ，相似な三角形を 4つ答えよ．

（ただし，三角形の頂点は，A，B，C，O，Pのいずれかのみを考える）

(2) AC，OCの長さをそれぞれ求めよ．

円の中心と接点を結ぶと，円の半径と，直角が図の中に現れる．
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3.3 三角形の性質（２）～三角形の五心

1. 三角形の内心

A. 内心とは

三角形の 3つの辺すべてに接する円を，その三角形の内接円 (inscribed

A

CB

内心

内接円circle)といい，・内接円の中・心を内心 (inner center)という

B. 三角形の内心～角の二等分線の交点

たとえば，辺 ACからも辺 BCからも等距離にあるのは，∠Cの二等分線上の点である．同じように考え

ると，3辺から等距離にある三角形の内心は，角の二等分線によって決まる．

内心

△ABC の 3 本の角の二等分線 AL，BM， 鋭角三角形の場合

B C

A

L

MN

I

• •

××
△
△

鈍角三角形の場合

B C

A

L

M
N I

• •

× × △△

CNについて，次のことが成り立つ．

AL，BM，CNは必ず 1点で交わり，

その交点は三角形の内心 Iに一致する．

一般に，内接円と辺の接点は L，M，Nのいずれにも一致しないので注意すること．

（△ABCが二等辺三角形のときにだけ，一致することがある）

（証明）∠B，∠C の二等分線の交点を P とおく．また，P から辺 AB，

B C

A

E

F
D

P
××

△
△

辺 BC，辺 CAへ垂線 PD，PE，PFをそれぞれ引く．

まず，△PBD ≡ △PBE である（PB 共通，∠PBD = ∠PBE から斜辺と 1

角が等しい直角三角形になる）から PD = PE · · · · · · · · 1⃝とわかる．
同様に，△PCE ≡ △PCFから，PE = PF · · · · · · · · 2⃝である．
△PADと △PAFについて PA共通， 1⃝， 2⃝から PD = PFから斜辺と他の 1辺が等しい直角三角形と分か

るので △PAD ≡ △PAF．つまり，∠PAD = ∠PAFとなって APは ∠Aの二等分線と分かる．

以上より，3本の角の二等分線は 1点 Pで交わり， 1⃝， 2⃝から Pはどの辺からも等距離にあるとわかる

ので，三角形の内心 Iと Pは一致していることがわかる． ■

【例題 14】 △ABCの内心を Iとし，内接円と辺 AB，BC，CAの接点をそ

B C

A

E

FD

I

れぞれ D，E，Fとする．ただし，△ABCは二等辺三角形でないとする．

1. 図の中にある直角を，3ヶ所答えなさい．

2. 図の中にある長さの等しい線分を，3組答えなさい．

ただし，ID = IE = IFを除く．

3. 直線 AI上に点 Dはあるか，ないか．また，直線 IF上に点 Bはあるか，ないか．
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【例題 15】 Iが △ABCの内心であるとき，x, yを求めよ．
1.

B C

A

I

35◦

30◦

x
y

2.

B C

A

I

40◦

x

y

110◦

3.

B C

A

I

30◦

40◦

x

y

【例題 16】 右の図において，P，Q，Rは内接円と辺の接点であり，

B C

A

D Q

R
P

I
4

3

2

Dは直線 AI上にある．

1. 3辺の長さを全て求めよ．

2. BDの長さを求めよ． 3. AI : IDを求めよ．

C. 内接円の半径を求める

内接円の半径を求めるには，数学 I(p.141)で学ぶ次の公式を用いる．
三角形の内接円と面積の関係

三角形の面積 S は，内接円の半径 rを用いて

A B

C

I
r

ab

c

S = △BCI + △CAI + △ABI = 1
2

r(a + b + c)

と表すことができる．ここで a，b，cは各辺の長さを表す．

この公式は，必要なときに導くことができれば十分である．ただし，三角形とその内接円を見た

ら「三角形の面積は計算できる」と連想できるようにしよう．
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【練習 17：内心と内接円の性質】

AB = 7, AC = 8である △ABCの点 Aから辺 BCへ垂線 AHを引くと，AH = 4
√

3であったという．ま

た，内心を Iとし，直線 AIと辺 BCの交点を Dとする．

(1) 内接円の半径 rを求めよ． (2) 線分 BDの長さを求めよ． (3) 線分 AIの長さを求めよ．

【 暗記 18：接線の長さ】
AB = 8, BC = 7, CA = 9である △ABCの内接円が，辺 AB，BC，CAと D，E，Fで接している．この

とき，ADの長さを求めよ．
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2. 三角形の外心

A. 外心とは

三角形の 3 つの頂点を通る円を，その三角形の外接円 (circumscribed

B C

A

外心

外接円

circle)といい，・外接円の中・心を外心 (circumcenter)という．

B. 三角形の外心～垂直二等分線の交点

辺の垂直二等分線上のどの点も，その両側の頂点からの距離が等しい．そのため，三角形の外心は辺の垂

直二等分線によって決まる．

外心

△ABC の 3 本の垂直二等分線に
鋭角三角形の場合

B C

A

L

M

N
O

|

|
|| ||

○

○

鈍角三角形の場合

B C

A

L

M

N

O

|

|

|| ||

○

○

ついて，次のことが成り立つ．

· 3本は必ず 1点で交わり，

その交点は三角形の外心 O

に一致する．

（証明）辺 ABの垂直二等分線，辺 BCの垂直二等分線の交点を Pとおく．

△PALと △PBLは PL共通，AL = LB，∠PLA = ∠PLB = 90◦ から 2辺と

B C

A

L

M

N

P

|

|

|| ||

○

○

その間の角が等しい．よって，△PAL ≡ △PBLであるから，AL = BL．同

様に △PBM ≡ △PCMから BL = CL．

△PAN と △PCN について，PN 共通，AN = NC，PA = PC から 3 辺

が等しいので △PAN ≡ △PCN になる．よって ∠PNA = ∠PNC となり，

∠PNA = ∠PNC = 90◦ である．つまり，PNは辺 ACの垂直二等分線に一

致し，3本の垂直二等分線は 1点 Pで交わる．

さらに，PA = PB = PCから Pは △ABCの外心に一致する． ■

【例題 19】 Oが △ABCの外心であるとき，x, yを求めよ．
1.

B C

A

O
40◦

20◦

x
y

2.

B C

A

O

30◦

x

80◦

3.

B C

A

O
30◦

20◦

x
y

外心を含む問題では，必ず外接円を書き込むようにしよう．
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C. 直角三角形の外心

【 暗記 20：直角三角形の外心】
∠C = 90◦ の直角三角形において，辺 CA，CBの二等分線は辺 ABの中点を通ることを示せ．

直角三角形の外心

直角三角形の外心は，斜辺の中点に一致する．結果，外接円の半径は斜辺の半分に一致する．

D. 鈍角三角形の外心

鈍角三角形の外心は，必ず三角形の外になる．詳しくは『円周角の定理の逆』(p.136)で学ぶ．

【例題 21】 Oが △ABCの外心であるとき，x, yを求めよ．

1.

B C

A

O

60◦

50◦ x

y

2.

B C

A

O

50◦
50◦

x

E. 外接円の半径を求める

外接円の半径を求めるには，数学 Iで学ぶ正弦定理 (sine theorem)を用いる．
正弦定理

△ABCの外接円の半径 Rについて a
sin A

=
b

sin B
=

c
sin C

= 2Rが成り立つ．

ただし，直角三角形の場合は外接円の半径は斜辺の半分に一致し，正弦定理は必要ない．
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3. 三角形の重心

A. ２つの三角形の面積比

面積比を求めるときには，どこを底辺におくかが重要である．

まず，右の三角形M，Nの面積比を考えてみよう．

M N
B

A

C
D

E

= =

1⃝

2⃝ 2
3

Mの底辺を BD，Nの底辺を CDとおけば，M，Nの底辺の長

さは等しく，Mの高さの 3
2
倍が，Nの高さになる．

M
B

D

E

=

2⃝

底辺は同じ

高さは
3
2
倍

=⇒
面積は

3
2
倍

N

A

C
D =

3⃝

つまり，Mの面積を 3
2
倍すると Nの面積に等しいと分かるから，M，Nの面積比は 2 : 3である．

次に，右の三角形 P，Q の面積比を考えてみよう．P の底辺を

B

A

C
D

E
3⃝

4⃝

1 2

P
Q

BD，Qの底辺を CDとすると，次のようにまとめることができる．

B

A

D

7⃝

1

P

底辺は
2
1
倍

高さは
4
7
倍

=⇒
面積は

2
1
× 4

7
倍

C
D

E

4⃝

2

Q

Pの面積を 2
1
× 4

7
=

8
7
倍すると Qの面積に等しいと分かるから，P，Qの面積比は 8 : 7である．

【練習 22：平面図形の線分の比】

ABCDにおいて，辺 BC上に Eを，辺 CD上に Fをとり，BE : EC = 1 : 2，DF : FC = 2 : 1とする

（ は「平行四辺形」を表す）．

(1) △FECと △DECの面積比を求めよ． (2) △FBCと △DECの面積比を求めよ．

(3) △FECと ABCDの面積比を求めよ．
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B. 三角形の重心～中線の交点

三角形の面積は，中線によって二等分される．

そして，3本の中線は 1点で交わる．これを重心 (centroid, barycenter)という*3．

重心

△ABCの 3本の中線 AL，BM，CNについて，次のことが成り立つ．

B C

A

MN

L

G

|

|

|| ||

○

○(1) AL，BM，CNは必ず 1点で交わり，その交点は三角形の重心 Gに

一致する．

(2) AG : GL = 2 : 1, BG : GM = 2 : 1, CG : GN = 2 : 1である．

（証明）まず，ALと BMの交点を P，ALと CNの交点を Qとおき，Pと Qが一致することを示す．

B C

A

MR

L

P
|| ||

○

○≡

≡

B C

A

RN

L

Q

|

|

|| ||

≡

≡

ALの中点を Rとする．△ALCについて中点連結定理から

MR // BC · · · · · · · · 1⃝，RM : LC = 1 : 2 · · · · · · · · 2⃝になる．
1⃝より，二角相等から △MRP∽ △BLPと分かるので

RP : PL = RM : BL = 1 : 2 （ 1⃝と BL = LCより） · · · · · · · · · 3⃝

である．次に，△ABLについて中点連結定理から

NR // BC · · · · · · · · 4⃝，NR : BL = 1 : 2 · · · · · · · · 5⃝である．
4⃝から △NRQ∽ △CLQと分かるので，やはり RQ : QL = 1 : 2になる． 3⃝
とあわせて，Pと Qは一致することが分かる．

つまり，AL，BM，CNは 1点で交わる．これを Gとおく．

さらに， 4⃝， 3⃝から GL = AL × 1
2
× 2

3
=

1
3

ALと分かるので，AG : GL = 2 : 1と分かる．

重心についての別証明が，p.152にある．

*3 直感的には，重さの中心，つり合いの中心が重心である．たとえば，重さが一様な三角形の板を重心で支えると，板は地面に平

行になってつり合う．

130 · · · 第 3章 平面図形 —13th-note—



【練習 23：重心と面積比～その１～】
△ABC = S とするとき，△AGB, △BGC, △CGAをそれぞれ S を用いて表わせ．

【練習 24：重心と面積比～その２～】
△ABCの重心を Gとし，直線 AGと辺 BCの交点を Dとする．また，G

A

B C
D

E FG
を通り BCに平行な直線が，辺 AB，ACと交わる点を E，Fとする．

(1) 相似な三角形の組を 3組答え，その相似比を答えなさい．

(2) 四角形 EBDGと △ABCの面積比を答えよ．

4. 三角形の三心と五心

A. 三角形の三心

重心・内心・外心をまとめて、三角形の三心という．

【 暗記 25：三角形の三心】

次の にあてはまる適当な言葉・文字を答えよ．

1. △ABCの内心 Iは 3本の ア の交点である．Iは イ ，ウ ，エ からの距離がすべて等しい．

2. △ABCの外心 Oは 3本の オ の交点である．Oは カ ，キ ，ク からの距離がすべて等しい．

3. △ABCの重心 Gは 3本の ケ の交点であり，Gは ケ を コ する点である．
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B. 垂心

垂心

△ABCの 3本の垂線は必ず 1点で交わる．その交点を垂心 (orthocenter)という．

（証明） （別証明が p.138にもある）

B C

A

D

EF

L

MN

AB // ED, BC // FE, CA // DFであり，△ABCに外接する △DEFを，

右図のように作る．また，点 A，B，Cから下ろした垂線の足を，そ

れぞれ L，M，Nとおく．

四角形 ABCE，ACBFは平行四辺形になるので BC = AE，BC = AF

と分かり，Aは線分 EFの中点である．さらに，∠EAL = ∠ALB = 90◦

から，線分 ALは線分 EFの垂直二等分線になる．

同様に，線分 BMは線分 DFの垂直二等分線，線分 CNは線分 DEの垂直二等分線になっている．

△DEFの 3本の垂直二等分線は外心で交わるから，AL，BM，CNは 1点で交わる． ■

【例題 26】 右図の三角形について次の問いに答えよ．

B C

A

L

MN

T

1. 右図に相似な三角形を全て書き出しなさい．

（ただし，補助線を引かないものとする）

2. ∠CAL = 25◦，∠ABM = 20◦ のとき，∠TCLを求めよ．

C. 三角形の傍心～傍接円の中心

傍心～傍接円の中心

△ABCについて，直線 AB，BC，CAのすべてに接する円は，

A

B
C

• •

× × △ △

△ABCの・外・側に 3つ存在し，これを傍接円 (escribed circle)と

いう．また，傍接円の中心を傍心 (excenter)という．

そして，∠Bの外角の二等分線，∠Cの外角の二等分線と，∠A

の（内角の）二等分線は必ず 1点で交わり，それは傍心の 1つ

に一致する．また，A，B，Cを入れ替えて考えれば，他の傍

心のいずれかに一致する．

証明は p.153を参照のこと．
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D. 三角形の五心

三角形の五心

・
ど
・
ん
・
な
・
三
・
角
・
形
・
も次の性質を持ち，重心・内心・外心・垂心・傍心をまとめて三角形の五心という．

• 3本の中線は 1点で交わり，それは重心に一致し，重心は中線を 2 : 1に内分する．

• 3本の角の二等分線は 1点で交わり，それは内接円の中心である内心に一致する．

• 3本の垂直二等分線は 1点で交わり，それは外接円の中心である外心に一致する．

• 3本の垂線は 1点で交わり，それは垂心と定義される．

• 2本の外角の二等分線と，残り 1角の内角の二等分線は 1点で交わり，それは傍接円の中心である

傍心に一致する．

【 発 展 27：オイラー線～外心・重心・垂線を通る線】

鋭角三角形 ABC があり，外心を O，垂心を H，重心を G とする．また，
A

B C
M

O

D

H

辺 BCの中点をMとし，Dを線分 BDが外接円の直径となるようにとる．

1 四角形 ADCHは平行四辺形であることを示せ．

2 AH = 2OMを示せ．

3 3 点 H，G，O は同一直線上にある（この直線をオイラー線 (Euler’s

line)という）ことを示し，HG : GOを求めよ．
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3.4 円の性質（２）

1. 円に内接している四角形

A. 円周角の定理について

中学校で学んだ円周角の定理は，次のように表すことができる．

円周角の定理

中心が Oである円の円周上に，A，B，Pが固定されているとき

A B

O

P

Q
▲▲

▲

▲(1) ∠AOB = 2∠APBである．

(2) Pを含む側の弧

(

AB上に Qをとるとき，∠APB = ∠AQBである．

【例題 28】 以下の図について，x, yを求めよ．

1.

50◦

x

2.

x

47◦

74◦

3.

x
28◦

35◦

4.

162◦

35◦

x

【練習 29：外心と円周角の定理】
Oが △ABCの外心であるとき，xを求めよ．

(1)

B C

A

O

50◦

x

(2)

B C

A

O

80◦
x

(3)

B C

A
O

40◦

40◦
y

x

外心が与えられた場合は，図に外接円を書き込むようにしよう．
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B. 円に内接する四角形の性質～四角形の対角の和

四角形 ABCDが円に内接しているとき，右のように α, βをおくと，『円周角の定理』の (1)から
A

B C

D

α

β
Aは右図の 1

2
αと等しく，C は右図の 1

2
βと等しい．

よって，A +C = 1
2

(α + β) = 180◦ とわかる．

また，変形して A = 180◦ −C となるので，Aは角 Cの外角に等しい．

円に内接する四角形の対角

円に内接する四角形において，以下が成立する． A

B C

D•

▲ ◦

△

•

▲
• 向かい合う角（対角）どうしを足すと 180◦ になる．つまり

A +C = 180◦， B + D = 180◦

• どの角も，向かいの頂点の外角に等しい，たとえば
A =（∠Cの外角）= •，B =（∠Dの外角）= ▲

【例題 30】 以下の図について，x, yを求めよ．

1.

70◦

80◦

x
y

2.

y x

120◦

110◦
3.

60◦
100◦

x
y

4.

45◦

40◦

x

【練習 31：円に内接する四角形】
右図において，AD // BCを示せ．

A B

C

D

E

F

ただし，D，F，Cは一直線上にあり，

A，E，Bも一直線上にあるとする．
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2. 四角形が円に内接する条件

前ページで学んだことは逆も成立し，そのまま四角形が円に内接する条件となる．

A. 円周角の定理の逆

円周角の定理の (2)は「（仮定）Pを含む側の弧

(

AB上に Qがある⇒（結論）∠APB = ∠AQB」となるが，

この命題は逆も成立する．

円周角の定理の逆

P，Qは線分 ABに対して同じ側にあり，

A B

P

Q
▲

▲ =⇒
A B

P

Q

▲

▲
∠APB = ∠AQBであったとする．

このとき，A，B，P，Qは同一円周上にある*4．

（四角形 ABPQは円に内接する）

（証明）は p.154を参照のこと．

B. 「四角形の対角の和」の逆

『円に内接する四角形の対角』(p.135)も逆が成立する．

四角形が内接する条件（4点が同一円周上にある）

次のいずれかが成り立てば，四角形 ABCDは円に内接し（4点 A，B，C，D A

B C

D

は同一円周上にあり），他の 3つも成り立つ．

• ∠A + ∠C = 180◦， ∠B + ∠D = 180◦（対角の和が 180◦）

• ∠A = ∠Cの外角， ∠B = ∠Dの外角（対角の外角と等しい）

（証明）は p.154を参照のこと．

【例題 32】
次の四角形のうち，円に内接するものを 1つ選べ．

1.

B C

A

D24◦

29◦

2.

B C

A D

35◦
35◦

3.

B C

A

D24◦

24◦

4.

B C

A D

104◦
76◦

*4 「A，B，P，Q は・同じ・一つの・円の・周・上にある」という意味
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【例題 33】

A

B C

D

E

46◦
59◦

1. ∠ACD = 46◦ のとき，円に内接

する四角形はどれか．また，そ

の根拠を答えよ．

2. ∠AED = 134◦のとき，円に内接

する四角形はどれか．また，そ

の根拠を答えよ．

3. ACと BDの交点を Fとする．四角形 ABCD，四角形 AFDEがどちら

も円に内接するとき，59◦ に等しい角をすべて求めよ．ただし，右図に

補助線を引かずに得られる角のみを答えること．

【練習 34：四角形の内接】
△ABCの A，Bから垂線 AL，BMを引き，交点を Hとする．

B C

A

H

L

M(1) A，B，C，H，L，Mのいずれかを頂点とする四角形のうち，円に内接す

るもの 2つを答えなさい．

(2) ∠CAL = 15◦, ∠ABM = 25◦ のとき，∠ALM，∠HCLの大きさを求めよ．

直角が向かい合う四角形を見たら，円に内接することを連想できるようにしよう．

【 暗記 35：円周角の定理の逆】

線分 ABがあり，線分 ABを直径とする円の円周を K とする．以下の 　　 に「内部」「周上」「外部」

のいずれかを入れよ．

• ∠APBが鋭角ならば，Pは K の ア にある．

• ∠APBが直角ならば，Pは K の イ にある．

• ∠APBが鈍角ならば，Pは K の ウ にある．

上の 3点の証明は p.154を参照のこと．
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【練習 36：垂心についての別証明】
△ABCの A，Bから垂線 AL，BMを引き，交点を Hとする．

B C

A

H

L

M
(1) ∠HCL = ∠LABを証明せよ．

(2) 直線 CHと辺 ABの交点を Nとする．CN ⊥ ABを示せ．

【練習 37：垂心と内心】
鋭角三角形 ABCの各頂点から，垂線 AL，BM，CNを引く．△ABCの垂心が，△LMNの内心であるこ

とを示せ．
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【 発 展 38：シムソン線】

△ABCと外接円 K を考える．Aを含まない弧

(

BC上に Pをとり，Pから直 A

B C

P

D
E

F

K
線 AB，BC，CA へ引いた垂線の足を D，E，F とする．ただし，線分 AP

が円 K の直径でないように，Pをとる．

1 A，B，C，D，E，F，Pのいずれかを頂点とする四角形のうち，円に内

接するものは 4つある．そのうち 1つは四角形 ABPCであるが，他の

3つを答えなさい．

2 Dか Fの一方は △ABCの辺上にあり，他方は辺上にないことを示せ．

3 3点 D，E，Fは同一直線上にあることを示せ（この直線をシムソン線 (Simson line)という）．
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3. 接弦定理

接弦定理

△ABCが円に内接し，Aで円に接する直線 PQが引いてある．

AP Q

B

C

このとき，次が成り立つ．

∠BAP = ∠BCA, ∠CAQ = ∠CBA

これを，接弦定理という．

（証明・鋭角のとき）直線 AOと円周の交点を Lとし，直径 ALを考える．

AP Q

L

B

C

円周角の定理より ∠ABL = 90◦ であるから，△ABLについて

∠BLA + ∠BAL = 90◦ · · · · · · · · 1⃝である．よって

∠BAP = 90◦ − ∠BAL = ∠BLA （ 2⃝より）
= ∠BCA （円周角の定理より） ■

左右を逆に考えれば，∠CAQ = ∠CBAも同様に示される．

（証明・鈍角のとき）∠CBAが鈍角の場合を示す．∠BCAは鋭角なので ∠BAP = ∠BCAであり

∠CBA = 180◦ − ∠BCA − ∠BAC （△ABCの内角の和は 180◦）

= 180◦ − ∠BAP − ∠BAC = ∠CAQ ■

【例題 39】 以下の図において，接弦定理によって・印と等しい角をすべて選べ．

1. 2. 3. 4. 5.

右のように，・印の角を一定に

・印の角を移動−−−−−−−−−−−−−−−−→
大きさ一定のまま

←変わらない（・印と等しい）変わった→　

移動しても，大きさの変わら

ない側の角が・印と等しいと

理解するとよい．

140 · · · 第 3章 平面図形 —13th-note—



【練習 40：接弦定理～その１～】
右の図中の • はすべて，円と (1)

||

||

50◦
x y

(2)

50◦

x

(3)

70◦50◦
z

yx
直線の接点である．

それぞれ，x, y, zを求めよ．

【練習 41：接弦定理～その２～】
右図において，線分 BC は円の直径，直線 DA は円の接線である．以 A

B C D
下の問いに答えなさい．

(1) ∠ABC = 20◦ のとき，∠Dの大きさを求めよ．

(2) AC = CD = 1のとき，∠ABCと円の直径を求めよ．
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4. 方べきの定理

A. 方べきの定理とは

円 C と，1点 Pがある．ただし，Pは C の円周上にない
Ｐが円周の中にあるとき

A

BA’

B’

P

Ｐが円周の外にあるとき

A

B

A’

B’

A’=B’ P
とする．

ここで，P を通る直線 l を考え，C の円周と l の交点を

A，B とする．方べきの定理とは，l をどのように引いて

も，PA · PBが同じ値になることを言う．

B. Pが円周の中にあるとき

方べきの定理（Pが円周の中にあるとき）

弦 ABと弦 CDが，円の中の Pで交わっているとき
A

BC

D

P• △PAD∽ △PCBであり

• PA · PB = PC · PDが成り立つ（方べきの定理）．

【 暗記 42：方べきの定理～その１～】
上の定理を証明せよ．

C. Pが円周の外にあるとき

方べきの定理（Pが円周の外にあるとき）

弦 ABと弦 CDが，円の中の Pで交わっているとき
A

B

C

D

P

• △PAD∽ △PCBであり

• PA · PB = PC · PDが成り立つ（方べきの定理）．

【 暗記 43：方べきの定理～その２～】
上の定理を証明せよ．

142 · · · 第 3章 平面図形 —13th-note—



【例題 44】 以下の図において，太線の長さを求めよ．

1.

5

4

20

2.

10

17

6

3.
2

9

3

4.

20

7

21

5.

16 4

5

6.

12

15

28

D. 円周外の点 Pから，接線を引いたとき

方べきの定理（Pから接線を引いたとき）

接点が Tである接線が，弦 ABと点 Pで交わっているとき

A

B

T P

• △PAT∽ △PTBであり

• PA · PB = PT2 が成り立つ（方べきの定理）．

【 暗記 45：方べきの定理～その３～】
上の定理を証明せよ．
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【練習 46：接線を引いたときの方べきの定理】
以下の図において，太線の長さを求めよ．ただし，図の中の“・”は接点とする．

(1)

4

16

(2)

5

10

(3)

10

12

方べきの定理においては，一方の点
・
の
・
みが円周上にあることに注意しよう．

【練習 47：方べきの定理のまとめ】
右の図について，以下の問いに答えよ．

8

3

4

P

A

B

C

D
E

(1) CPの長さを求めよ．

(2) 図中の相似な三角形を 2組答え，それぞれの相似比も答えよ．

(3) DE = 10とするとき，BCの長さを求めよ．

方べきの定理と，それを示すために用いた三角形の相似は，セットにして理解しよう．上の【練

習】のように，相似を使わないと解けない問題も存在する．
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【 発 展 48：総合問題】

円 C1 と C2 が 2点 A，Bと交わっている．直線 AB上のうち，線

C1
C2A

B

P

Q分 AB上に Pを，線分 ABの外に Qをとる．

1 P を通り，直線 AB とは異なる直線 l を引き，l と円 C1 の 2

交点を D，Eとし，lと円 C2 の 2交点を F，Gとする．この

とき，PD · PE = PF · PGを示せ．

2 Q を通り円 C1 と 2 点 K，L で交わる直線 m1 を引き，Q を

通り円 C2 と 2点M，Nで交わる直線 m2 を引く．このとき，

K，L，M，Nは同一円周上にあることを示せ．ただし，直線

AB，m1，m2 はすべて異なる直線とする．
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5. 2円の性質

A. 2円の位置関係

2円の位置関係は，2円の半径と中心間の距離で決まり，以下の 5つの状態しかない．
2円の位置関係

2円の半径を r1, r2 (r1 < r2)，中心間の距離を dとすると，以下のようになる．

2円の図 d
r1 r2

d
r1 r2

2円の位置関係 離れている 外接している

2円の共有点の個数 0個 1個（外接）

2円の中心間の距離 d r2 + r1 < d d = r2 + r1

d
r1 r2

dr1

r2

dr1

r2

交わっている 内接している 一方が他方を含む

2個 1個（内接） 0個

r2 − r1 < d < r2 + r1 d = r2 − r1 d < r2 − r1

円が複数個あるときは，まず，中心間を線で結んだ図を描こう．そのうえで，上のような条件を

考えるとよい．

【例題 49】 2点 A, Bがあり，中心が Aで半径 3の円 C1 と，中心が Bで半径 5の円 C2 がある．以下

のそれぞれの場合について，C1 と C2 の位置関係を答えよ．

1. AB = 9 2. AB = 5 3. AB = 2 4. AB = 1
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【練習 50：複数の円を含む図形】
半径 8 の円 C0 に，半径 3 の円 C1, C2 が右図のように内接している．

AB

O

C0

C1C2

それぞれの中心を O，A，Bとする．

(1) AB，OAの長さをそれぞれ求めよ．

(2) 発 展 円 C0 に内接し，円 C1, C2 の両方に外接する円のうち，大

きい方の円 C3 の半径を求めよ．
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B. 2円の共通接線

2つの円にどちらも接する接線を 2円の共通接線と言い，2円の位置関係によって本数が異なる．
2円の共通接線

本数 4本*5 3本 2本 1本 0本

2円と共通
接線の図

2円の
位置関係

離れている 外接している 交わっている 内接
している

一方が他方
を含む

共通外接線 2本 2本 2本 1本 0本

共通内接線 2本 1本 0本 0本 0本

【例題 51】 2点 A, Bがあり，中心が Aで半径 3の円 C1 と，中心が Bで半径 5の円 C2 がある．以下

の場合について，共通接線の本数を答えよ．

1. AB = 9 2. AB = 5 3. AB = 2 4. AB = 1

【 暗記 52：共通接線の長さ】
O1 が中心で半径 1の円 C1 と，O2 が中心で半径 2の円 C2 があり，O1O2 = 4とする．

1. 2円の共通外接線と C1, C2 の接点をそれぞれ A1，A2 で接するとき，線分 A1A2 の長さを求めよ．

2. 2円の共通内接線と C1, C2 の接点をそれぞれ B1，B2 で接するとき，線分 B1B2 の長さを求めよ．
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3.5 三角形の性質（３）

1. メネラウスの定理

A. メネラウスの定理とは

メネラウスの定理

△ABCと直線 lを考える．
A

B C

←
1⃝

2⃝

3⃝→
4⃝

5⃝
←

6⃝

l

D
E

F

A

B
C←

1⃝
2⃝
→ 3⃝→

← 4⃝

5⃝
←

6⃝

l
D

E

F

lが直線 AB，BC，CAと交

わる点を D，E，Fとすると

き，次の式が成り立つ．

1⃝
AD
DB

2⃝
·

3⃝
BE
EC

4⃝
·

5⃝
CF
FA

6⃝
= 1

（ただし，D，E，Fは △ABCの頂点に一致しないとする．）

（証明）Cを通り直線 lに平行な直線と，直線 ABの交点を Kとする．このとき，CK // lより
BE
EC
=

BD
DK

, CF
FA
=

KD
DA

となる．よって，
AD
DB
· BE

EC
· CF

FA
=

AD
DB
· BD

DK
· KD

DA
= 1 ■

この定理を使うには，上図の矢印のように，線でなぞって考えると良い．

このとき，線でなぞるのは，Aから始めなくても，Bからでも，Cからでもよい．実際に，次の

どちらの等式も成り立つからである．

Ｂから始めた場合→

3⃝
BE
EC

4⃝

·
5⃝

CF
FA

6⃝

·
1⃝

AD
DB

2⃝

= 1 ， Ｃから始めた場合→

5⃝
CF
FA

6⃝

·
1⃝

AD
DB

2⃝

·
3⃝

BE
EC

4⃝

= 1

【例題 53】 △ABCがあり，辺 ABを 2 : 1に内分する点を D，辺 BCの中
A

B C
D E

2⃝

1⃝
|| ||

点を Eとする．直線 DEと直線 ACの交点を Fとするとき，CF
FA
を求めよ．

また，AC : CFを求めよ．

—13th-note— 3.5 三角形の性質（３）· · · 149



B. 三角形と１本の直線を決める

右の図にメネラウスの定理を使うと，次のように，2通りの等式を

A

B

C
D

E

F

3⃝

1⃝
2

1
考えることが出来る．

(I) △ABCと直線 DEFで考えた場合

A

B
C

D
E

F

3⃝

1⃝
2

1■
■ ■

○は三角形の頂点

■は直線と辺の交点

=⇒

A

B
C

D
E

F

3⃝

1⃝
2

1■
■ ■

Ａから始めて

Ａ⃝→ ■→○→ ■→○→ ■→ Ａ⃝

=⇒ 3
1
· 2

1
· CF

FA
= 1

よって，
CF
FA
=

1
6
になり，

CF : FA = 1 : 6

AC : CF = 5 : 1

(II) △ADFと直線 BCで考えた場合

A

B

C
D

E

F

3⃝

1⃝
2

1

■
■

■

○は三角形の頂点

■は直線と辺の交点

=⇒

A

B

CD E

F

4⃝

1⃝■
■

■

Ａから始めて

Ａ⃝→ ■→○→ ■→○→ ■→ Ａ⃝

=⇒ 4
1
· DE

EF
· FC

CA
= 1

このように，どの三角形と直線で考えるかによって，異なる式を作ることが出来る．

問題を解く際は，上のことに注意して「とりあえずやってみる」とよい．

【練習 54：メネラウスの定理】
右図において，PQ : QR = 3 : 2，PU : UT = 4 : 1である．

P
R

U

Q

S

T

以下の問いに答えよ．

(1) RS : SUを求めよ．

(2) QS : STを求めよ．
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2. チェバの定理

チェバの定理

△ABC の辺 AB，BC，CA 上に L，M，N がある．ここで，直線
A

B C

←
1⃝

←
2⃝

3⃝→ 4⃝→

5⃝

←
6⃝

L

M

N

AM，BN，CLが 1点で交わるならば，次の式が成り立つ．

1⃝
AL
LB

2⃝
·

3⃝
BM
MC

4⃝
·

5⃝
CN
NA

6⃝
= 1

（ただし，L，M，Nは △ABCの頂点に一致しないとする．）

（証明）AM，BN，CLが交わる 1点を Kとする．△ABMと直線 A

B C

L

M

N

LCについてメネラウスの定理を用いると
AL
LB
· BC

CM
· MK

KA
= 1 · · · · · · · · 1⃝

△AMNと直線 BNについてメネラウスの定理を用いると
AK
KM

· MB
BC

· CN
NA
= 1 · · · · · · · · 2⃝

1⃝， 2⃝の左辺どうし，右辺どうしを掛け合わせると
AL
LB
· BC

CM
· MK

KA
· AK

KM
· MB

BC
· CN

NA
= 1 ⇔ AL

LB
· MB

CM
· CN

NA
= 1 ■

チェバの定理も線でなぞると考えやすい．また，Aでなく，Bや Cから始めてもよい．

【練習 55：メネラウスの定理・チェバの定理】
右図の三角形において，L は辺 AB を 5 : 3 に内分し，N は辺 AC を

A

B C

L

M

N3 : 4に内分し，線分 AM，BN，CLは 1点 Gで交わっている．

(1) BM : MCを求めよ． (2) AG : GMを求めよ．

(3) BG : GNを求めよ． (4) CG : GLを求めよ．
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3.6 第３章の補足

1. 重心の別証明

【 発 展 56：重心と面積比～重心についての別証明】

△ABCの中線 BM，CNの交点を Pとする．△ABCの面積を S とすると，△BCM = ア である．

C A

B

N

M

P
1⃝

k⃝

ここで，BM : BP = 1 : kとおくと，△BPC = イ になる．

同様にして，△BPA = ウ であり，Nは ABの中点であるか

ら △BPN = エ になる．ここで，

△BCN = △BPC + △BPN⇔ 1
2

S = イ + エ

になるから，k = オ である．

よって，BP : PM = カ : キ と分かる*6．

*6 BC の中点を L，BM と AL の交点を P’ とすると，同じように BP’ : P’M = カ : キ と分かり，P と P’ は一致し，これが

重心と分かる．
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2. 傍心と傍接円についての証明

【 発 展 57：傍心と傍接円】

△ABCについて，∠Bの外角の二等分線，∠Cの外角の二等分線の交点を Eとする．直線 AEは，∠Aの

二等分線になることを示せ．また，Eが傍心の一つになっていることを示せ．
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3. 「四角形が円に内接する条件」の証明

A. 「円周角の定理の逆」の証明

「円周角の定理の逆」は，次の命題の一部として示される．

円周角の定理の逆（拡張）

△ABP の外接円を K とし，P，Q は線分 AB に対して同じ側にあ

A B

P

Q

▲

▲
るとき，次が成立する．

• ∠APB < ∠AQBならば，Qは K の内部にある．

• ∠APB = ∠AQBならば，Qは K の周上にある．

• ∠APB > ∠AQBならば，Qは K の外部にある．

直線 BQと円周 K の交点のうち，Bでない点を Rとする．円と直線は最大 2点でしか交わらないので，

Rはただ 1点に定まる．また，円周角の定理より，∠ARB = ∠APBが成り立つ．

(I) ∠APB < ∠AQBのとき，Qが K の内部になかったと仮定する．

もし，Qが K の周上にあるならば，Qは Rと一致するので ∠APB = ∠AQBとなるがこれは矛盾．

もし，Q が K の外部にあるならば，△QAR について，∠AQB + ∠QAR = ∠ARB となるので，

∠AQB < ∠ARB = ∠APBとなって矛盾．

つまり，Qは K の内部にないという仮定は誤っているから，背理法によって，Qは K の内部にあ

ることが示された．

(II) ∠APB = ∠AQBのとき，Qが K の周上になかったと仮定する．

もし，Q が K の内部にあるならば，△QAR について，∠AQB = ∠ARB + ∠QAR となるので，

∠AQB > ∠ARB = ∠APBとなって矛盾．

Qが K の外部にあるならば，(I)と同様にして ∠AQB < ∠APBとなって矛盾．

つまり，背理法によって Qは K の周上にある．

(III) ∠APB > ∠AQBのとき，Qが K の外部になかったと仮定する．

Qが K の内部にあるならば，(II)と同様にして ∠AQB > ∠APBとなって矛盾．

Qが K の周上にあるならば，(I)と同様にして ∠AQB = ∠APBとなって矛盾．

つまり，背理法によって Qは K の外部にある．

ここで，∠APB = 90◦ とすれば，p.137の【練習：円周角の定理の逆】の解答の証明になる．

B. 「四角形の対角の和の逆」の証明

Bを含まない孤

(

AC上に，Pをとる．ただし，Pは直線 CD上にないとする．

すると，∠B + ∠D = 180◦，∠B =（∠Dの外角）のどちらの公式も，∠APB = ∠ADBという条件に一致する．

ここで「円周角の定理の逆」を用いれば，Dが △APBの外接円周上にあると示されるので，「四角形の対

角の和の逆」は示されたことになる．
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