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第1章 ベクトル

A 平面内のベクトル
向きのある線分がベクトルである．

力の様子（手で物を押す，紐が物を支える，風が吹く，など）を考えるとき，私たちは力の大き

さだけでなく向きも考える．これが，ベクトルとも言える．

高校数学では主に，図形を調べる強力な道具として，ベクトルを学ぶ．ベクトルの大きな利点の

一つは，平面図形にも空間図形にも，同じような手法が使えることにある．

1A.1 ベクトルの基礎

1. ベクトルの定義
ベクトルにおいては，線分 ABと線分 BAを区別する．

A. 始点と終点

向きのある線分をベクトル (vector)と言い*1，ベクトルの始まる点を始

ベクトル

始点 終点

点 (initial point)，終わる点を終点 (terminal point)と言う．

ベクトルを文字で表す方法は 2つある．

1つは，a⃗, b⃗のように，アルファベット小文字 1文字の上に右向き矢

A B C

D E F

b⃗

a⃗

印を付けて表す方法である．

もう 1つは始点と終点を用いる方法である．たとえば，右図の a⃗は始

点が A，終点が Bであるから a⃗ =
−−→
ABとも表される*2．同様に，b⃗ =

−−→
BEである．

*1 厳密には、有向線分 (oriented segment) の定義が，向きのある線分である。ベクトルの定義はもっと広いが，有向線分は，p.2
で学ぶような演算についてベクトルの公理（p.5 脚注で挙げられた性質）を満たしているために、ベクトルと呼ぶことができる。
しかし、この厳密な定義は高校数学の範囲を超える（線形代数学という分野になる）ため，13th-note 数学では有向線分のこと
もベクトルと呼ぶことにする。

*2 −−→AB の読み方は「ベクトル
エイ

A
ビー

B」となる．

—13th-note— 1



B. 等しいベクトル・逆ベクトル

向きも長さも等しいとき，2 つのベクトルは等しい (equal) という．た

A B C

D E F

b⃗

a⃗

とえば，下図の a⃗と
−−→
DEは向きも長さも等しいから a⃗ =

−−→
DEである．この

ように，ベクトルが等しいことは等号 =を用いて表す．

一方，長さが等しく向きが逆のベクトルを逆ベクトルという．たとえば，右図において
−−→
DAは b⃗の逆ベク

トルである．このことは，
−−→
DA = −b⃗と表される（p.2）．

C. ベクトルの大きさ

ベクトルを，線分として見たときの長さを，ベクトルの大きさと言い，絶対値記号 　 を付けて表す．た

とえば，右上の図で線分 ABの長さが 2のとき，ベクトルを用いて a⃗ = 2と表す．

D. 単位ベクトル・零ベクトル

長さが 1のベクトルを単位ベクトル (unit vector) という．

また，長さが 0のベクトルを
ぜろ

零ベクトル (null vector, zero vector) と言い，0⃗で表す．0⃗を始点と終点が

等しいベクトルと定義してもよい．

【例題 1】 右の図の ABED， BCFEにおいて，AB，AD，BCの長さを全て 5とする．

A B C

D E F

b⃗

a⃗1. a⃗と等しいベクトル，b⃗の逆ベクトルを下の中から全て選びなさい．
−−→
AD,

−−→
DE,

−→
EF,

−→
FC,

−−→
CB

2. b⃗ ，
−−→
FD ，

−−→
CC を求めよ．

【解答】

1. a⃗ =
−−→
DE,

−−→
EF，b⃗の逆ベクトルは

−−→
FC

2. b⃗ = 5，
−−→
FD = 10，

−−→
CC = 0 ◀零ベクトルは大きさ 0

2. ベクトルの演算～定数倍・足し算・引き算

ベクトルは，何倍かしたり，足したり引いたりできる．また，文字式のように扱える．

A. ベクトルの定数倍

ベクトル a⃗ の長さを k 倍したベクトルは ka⃗ と表わされる．たとえば，

A B C

D E F

b⃗

a⃗

右上図において
−−→
AC = 2a⃗, 1

2
−−→
DF = a⃗である．

kは負の値でもよい．その場合は，向きが逆になる．特に a⃗の −1倍は，a⃗の逆ベクトル −a⃗になる*3．た

とえば，右図において，
−−→
ED = −a⃗,

−−→
FD = −2a⃗, a⃗ = − 1

2
−−→
CAになる．

*3 a⃗ の逆ベクトルを −a⃗ と表わしてよいと分かる．
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B. ベクトルの和の定義
−−→
AB +

−−→
BEを「Aで始まり Bで終わり，Bで始まり Eで終わる」と考えて，「Aで始まり Eで終わる」ベ

A B C

D E F

G H I

Ｂ
か
ら
Ｅ
へ

ＡからＢへ

−−→AE

クトル
−−→
AEと定める．つまり，

−−→
AB +

−−→
BE =

−−→
AEと定義する．

たとえば，
−−→
AC +

−→
CF =

−−→
AF

−−→
AB +

−−→
BD +

−−→
DA =

−−→
AD +

−−→
DA =

−−→
AA =

−→
0 となる．

もし，下図のように a⃗と b⃗が離れているときは，b⃗を平行移動してか

ら和を考えればよい．

a⃗
b⃗

まずはb⃗ を−−−−−−−→
平行移動 a⃗

b⃗

a⃗ とb⃗ を−−−−−−−→
足す

a⃗
+

b⃗ たとえば上図において

−−→
AB +

−→
EI =

−−→
AB +

−→
BF （←

−→
EI＝

−→
BF）

=
−−→
AF

容易に分かるように a⃗ + b⃗と b⃗ + a⃗は等しい．つまり，どちらから足しても良い（p.5）．

C. ベクトルの差の考え方

a⃗ − b⃗ = a⃗ + (−b⃗)と考えれば，ベクトルの和と同じようにして考えることができる．

a⃗
b⃗ −b⃗ を−−−−−−−→

考える
a⃗

−b⃗ −b⃗ を−−−−−−−→
平行移動

a⃗
−b⃗ a⃗ と(−b⃗) を−−−−−−−→

足す
a⃗ − b⃗

【例題 2】 右図の ABED， BCFEについて 　　 を答えなさい． A B C

D E F

G H I

1.
−−→
AD +

−−→
DF =

−−−−→
A ア 2.

−−→
GE+

−−→
BC =

−−→
GE+

−−−−→
E イ =

−−−−→
G ウ

3.
−→
IC +

−−→
BG =

−−−→
I エ 4.

−−→
AB −

−→
IE =

−−→
AB +

−−−−→
B オ =

−−−−→
A カ

5.
−→
CF −

−−→
GH =

−−−−→
C キ 6.

−→
IC −

−−→
AC =

−−−→
I ク

7.
−−→
AC + 2

−−→
EG =

−−−−→
A ケ 8. 3

−−→
AD −

−−→
CE =

−−−−→
A コ

【解答】

1.
−−−→
A
（ア）
F 2.（与式）=

−−→
GE +

−−→
E
（イ）
F =

−−−→
G
（ウ）
F

3.（与式）=
−→
IC +

−−→
CH =

−−→
I
（エ）

H

4.（与式）=
−−→
AB + (−

−→
IE) =

−−→
AB +

−−−→
B
（オ）
F =

−−−→
A
（カ）
F

5.（与式）=
−→
CF + (−

−−→
GH) =

−→
CF +

−→
FE =

−−−→
C
（キ）

E

6.（与式）=
−→
IC + (−

−−→
AC) =

−→
IC +

−−→
CA =

−−→
I
（ク）

A

7.（与式）=
−−→
AC +

−−→
CG =

−−−→
A
（ケ）

G

8. 右欄外のように Pをとると（与式）=
−−→
AP +

−−→
PH =

−−−→
A
（コ）

H
◀

A B C

D E F

G
H I

P
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【練習 3：ベクトルの和・差】
(1) それぞれについて，2つのベクトルの和を書き込みなさい．

i. ii. iii.

(2) それぞれについて，a⃗ − b⃗を書き込みなさい．

i.

a⃗

b⃗

ii.

a⃗

b⃗

iii.

a⃗

b⃗

【解答】

(1)（a） （b） （c）

◀一方の終点と他方
の始点を揃える(2)（a）

a⃗

−b⃗

（b）

a⃗

−b⃗
（c）

a⃗

−⃗
b

◀ a⃗ の終点と −b⃗ の始
点を揃える

【練習 4：ベクトルの定数倍・和・差】

2 つのベクトル a⃗, b⃗ が右図のようにある

�
a⃗

j
b⃗

とき，以下のベクトルを図示しなさい.

i. 2a⃗

ii. −2b⃗

iii. −a⃗ − 2b⃗

iv. −3a⃗ + 3b⃗

【解答】

a⃗

b⃗

i.2
a⃗

ii.−2b⃗

iii.

iv.
◀答えは、向きと大きさが正しけれ
ば、どこに改訂あっても構わない。
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D. ベクトルの和は交換可能である～平行四辺形を用いたベクトルの和

始点の揃った 2つのベクトルの和は，平行四辺形の対角線になる．

ベクトルの和と平行四辺形

−−→
AB,

−−→
ACの和は，四角形 ABDCが平行四辺形となるよう Dを取ったときの，

−−→
ADになる．

ただし，A，B，Cは同一直線上にないとする．

（証明）一番右の図において， C

A B−−→
AB

−−→ A
C

−−→
AC を−−−−−−−→
平行移動

A B

C

−−→
AB

−−→ A
C

２つを−−−−−−−→
足す

C D

A B

AC = BD, AC // BDであるか

ら，四角形 ABDCは 1組の辺

が平行で長さも等しくなり，平

行四辺形と分かる．そして，
−−→
AB,

−−→
ACの和は ABDCの対角線になっている．

このことから，
−−→
AB +

−−→
AC =

−−→
AC +

−−→
ABとも分かる．一般に，ベクトルの和は交換可能である．

E. ベクトルの計算～文字式のように扱う

ベクトルは，次のように文字式のように計算することができる*4．

2a⃗ + b⃗ + a⃗ − b⃗

= 2a⃗ + a⃗ + b⃗ − b⃗ ←ベクトルの和は交換可能

= 3a⃗ + 0b⃗ ← 2a⃗ + a⃗ = (2 + 1)a⃗

= 3a⃗ ← 0⃗はなし

2a⃗ + b⃗ − 2(a⃗ + 2b⃗) + 3b⃗

= 2a⃗ + b⃗ − 2a⃗ − 4b⃗ + 3b⃗ ←２（　）を分配法則

= 0a⃗ + 0b⃗ ← a⃗，b⃗をそれぞれ計算

= 0⃗

【例題 5】 次の計算をしなさい．

1. −4a⃗ + 3b⃗ − 3b⃗ − 4a⃗ 2. 3(a⃗ + 2b⃗) − (a⃗ + 3b⃗) 3. 2(a⃗ + 2b⃗) + 4(a⃗ − b⃗) − 6a⃗

【解答】

1.（与式）= −8a⃗ + 0b⃗ = −8a⃗ 2.（与式）= 3a⃗ + 6b⃗ − a⃗ − 3b⃗ = 2a⃗ + 3b⃗
3.（与式）= 2a⃗ + 4b⃗ + 4a⃗ − 4b⃗ − 6a⃗ = 0⃗

【練習 6：ベクトルを文字式のように扱う】

以下の等式を満たす x⃗, y⃗を a⃗, b⃗で表しなさい．

(1) −a⃗ + 3x⃗ = 2a⃗ − 3b⃗ (2)

 4x⃗ − y⃗ = a⃗ + 3b⃗

−3x⃗ + y⃗ = −2a⃗ − b⃗

【解答】

(1)（与式）⇔ 3x⃗ = 3a⃗ − 3b⃗

⇔ x⃗ = a⃗ − b⃗

*4 これらの計算は，ベクトルの以下の性質に基づいている．

(1) a⃗ + b⃗ = b⃗ + a⃗ (2) (a⃗ + b⃗) + c⃗ = a⃗ + (b⃗ + c⃗) (3) k(a⃗ + b⃗) = ka⃗ + kb⃗ (4) k(l⃗a) = (kl)a⃗
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(2) 4x⃗ −y⃗ = a⃗ +3b⃗

+) −3x⃗ +y⃗ = −2a⃗ −b⃗

x⃗ = −a⃗ +2b⃗

これを 2つめの式に代入して

−3(−a⃗ + 2b⃗) + y⃗ = −2a⃗ − b⃗

⇔ 3a⃗ − 6b⃗ + y⃗ = −2a⃗ − b⃗

⇔ y⃗ = −5a⃗ + 5b⃗ ◀連立方程式を解くように，左辺同
士，右辺同士を引いた

【練習 7：ベクトルの等式の証明】
次の等式を示せ．

(1)
−−→
AB −

−−→
AC +

−−→
BC =

−→
0 (2)

−−→
PQ +

−→
RS =

−−→
RQ +

−→
PS

【解答】

(1)（左辺）=
−−→
AB +

−−→
BC −

−−→
AC =

−−→
AC −

−−→
AC =

−→
0 =（右辺）

(2) （左辺）−（右辺）=
−−→
PQ +

−→
RS −

−−→
RQ −

−→
PS ◀等式の証明は（左辺）−（右辺）で

考える。

=
−−→
PQ +

−→
RS +

−−→
QR +

−→
SP ◀ −

−−→
RQ =

−−→
QR, −

−→
PS =

−→
SP

=
−−→
PQ +

−−→
QR +

−→
RS +

−→
SP =

−→
PP =

−→
0 ◀順番を入れ替えると P → Q → R

→ S → P と戻る。

よって，（左辺）=（右辺）が成り立ち，示された．

1A.2 ベクトルの成分表示

座標平面上でベクトルを考えると，ベクトルは座標
・
の
・
よ
・
う
・
に表すことができる．

1. ベクトルを座標平面上に配置する

A. ベクトルの「成分表示」とは

たとえば，左下の a⃗, b⃗があったとする．これを，座標平面上に平行移動すると右下のようになる．

a⃗ は，始点から x 方向に 3，y 方向に 2 進んで終点に一致す

a⃗

b⃗

座標平面上に−−−−−−−→
平行移動

a⃗

b⃗

x

y

O

る．これを，a⃗ =
(
3
2

)
と表し，3を x成分，2を y成分と呼ぶ．

同じように，b⃗ =
(
−1
−2

)
と表され，b⃗の x成分は −1，y成分は

−2である．
ベクトルの成分表示

座標平面上にあるベクトル a⃗が，始点から x方向に p，y方向に q進んで終点に一致するならば

a⃗ =
(
p
q

)
*5 と表し，これを a⃗の成分表示 (component expression)という．

1つ目の成分 pは x成分 (x-component)，2つ目の成分 qは y成分 (y-component)と呼ばれる．

*5 これを縦ベクトル表示という．一方，a⃗ = (p, q) と表すこともあり、これを横ベクトル表示という．たとえば上の例において，

a⃗ = (3, 2), b⃗ = (−1,−2) である．
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B. 「終点（まで）」引く「始点（から）」

6時から 9時までは，「9時（・ま・で）」 Ａ（２，１）　Ｂ（７，４）　　　Ａ（－１，４）　Ｂ（５，１）

A

B

2 7

1

4

x

y

O

A

B
-1 5

4

1

x

y

O

−−→
AB =

 7
Ｂのｘ

− 2
Ａのｘ

4
Ｂのｙ

− 1
Ａのｙ

 =
(
5
3

)
−−→
AB =

√
52 + 32 =

√
34

−−→
AB =

 5
Ｂのｘ

− (−1)
Ａのｘ

1
Ｂのｙ

− 4
Ａのｙ

 =
(

6
−3

)
−−→
AB =

√
62 + (−3)2 =

√
45 = 3

√
5

引く「6時（・か・ら）」の 3時間である．

同じように，座標平面上において A

から Bまでの
−−→
ABは，「B（・ま・で）」引

く「A（・か・ら）」で求められる．

たとえば，右図のように
−−→
ABを求め

ることができる．

また、その長さも三平方の定理を用

いて求められる。

成分表示されたベクトルの大きさ

A(a1, a2)，B(b1, b2)ならば
−−→
AB =

(
b1 − a1
b2 − a2

)
，
−−→
AB =

√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 である．

また，a⃗ =
(
p
q

)
であれば，大きさは a⃗ =

√
p2 + q2 と求められる．

【例題 8】
座標の 1目盛りの長さを 1とするとき，以下の問いに答えなさい．

a⃗
b⃗

x

y

O

P

Q
R

1
x

y

O

1. ベクトル a⃗, b⃗を成分表示し，大きさも求めなさい．

2. 右の図のように P，Q，Rがあるとき，
−−→
PQ,

−→
PR,
−−→
QRを答えな

さい．また，大きさ
−−→
PQ ,

−→
PR ,

−−→
QR を求めなさい．

【解答】

1. a⃗ =
(
−3
1

)
，b⃗ =

(
−1
−2

)
a⃗ =

√
(−3)2 + 12 =

√
10, b⃗ =

√
(−1)2 + (−2)2 =

√
5

2. P(3, 4)，Q(4, 1)，R(1, 1)であるから
−−→
PQ =

(
4
1

)
−

(
3
4

)
=

(
1
−3

)
,
−−→
PQ =

√
12 + (−3)2 =

√
10

−→
PR =

(
1
1

)
−

(
3
4

)
=

(
−2
−3

)
,
−→
PR =

√
(−2)2 + (−3)2 =

√
13

−−→
QR =

(
1
1

)
−

(
4
1

)
=

(
−3
0

)
,
−−→
QR = 3 ◀公式通り計算すれば√

(−3)2 + 02 =
√

9 = 3
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2. 成分表示されたベクトルの演算

A. 成分表示されたベクトルの演算

成分表示された 2つのベクトルの定数倍，足し算，引き算は，次のように計算できる．

成分表示されたベクトルの演算

a⃗ =
(
a1
a2

)
, b⃗ =

(
b1
b2

)
と，実数 kについて，次のように計算できる*6．

a⃗ + b⃗ =
(
a1 + b1
a2 + b2

)
, a⃗ − b⃗ =

(
a1 − b1
a2 − b2

)
, ka⃗ =

(
ka1
ka2

)

a⃗ + b⃗, ka⃗ については右図のように考えて分

a⃗

b⃗

a⃗ +
b⃗

a1 b1

a1 + b1
a

2
b

2

a 2
+

b 2

x

y

O

a⃗ k⃗a

a1

ka1

a
2

ka
2

x

y

O

かる（ka⃗ については三角形の相似を用いてい

る）．a⃗ − b⃗については，以下から分かる．

a⃗ − b⃗ = a⃗ + (−b⃗) =
(
a1
a2

)
+

(
−b1
−b2

)
=

(
a1 − b1
a2 − b2

)

【例題 9】 a⃗ =
(
1
2

)
, b⃗ =

(
−3
1

)
のとき，以下のベクトルを答えよ．

1. a⃗ + b⃗ 2. a⃗ − b⃗ 3. 2a⃗ + b⃗ 4. 3a⃗ − 2b⃗ 5. 1
5

a⃗ + 2
5

b⃗

6. sa⃗+ tb⃗（s, t を用いて答えよ） 7. 2(a⃗ + b⃗) + 3(a⃗ − b⃗) 8. 3(a⃗ − 2b⃗) − 2(a⃗ − 3b⃗)

【解答】

1. a⃗ + b⃗ =
(
1 + (−3)

2 + 1

)
=

(
−2
3

)
2. a⃗ − b⃗ =

(
1 − (−3)

2 − 1

)
=

(
4
1

)
3. 2a⃗ + b⃗ =

(
2
4

)
+

(
−3
1

)
=

(
−1
5

)
4. 3a⃗ − 2b⃗ =

(
3
6

)
−

(
−6
2

)
=

(
9
4

)
5. 1

5
a⃗+ 2

5
b⃗ =

( 1
5
2
5

)
+

(
− 6

5
2
5

)
=

(
−1

4
5

)
6. sa⃗ + tb⃗ =

(
s

2s

)
+

(
−3t

t

)
=

(
s − 3t
2s + t

)
7.（与式）= 2a⃗ + 2b⃗ + 3a⃗ − 3b⃗

= 5a⃗ − b⃗

=

(
5
10

)
−

(
−3
1

)
=

(
8
9

)
8.（与式）= 3a⃗ − 6b⃗ − 2a⃗ + 6b⃗ ◀ひとまず a⃗, b⃗ の文字式と見て整

頓した

= a⃗ =
(
1
2

)

*6 横ベクトルで書けば，a⃗ = (a1, a2), b⃗ = (b1, b2)と実数 k について a⃗ + b⃗ = (a1 + b1, a2 + b2), a⃗ − b⃗ = (a1 − b1, a2 − b2), ka⃗ =
(ka1, ka2)
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B. 平行四辺形とベクトル

平行四辺形の成立条件「1組の向かい合う辺の長さが等しく平行」は次のように言い換えられる．

平行四辺形の成立条件

「四角形 ABCDが平行四辺形」 ⇔
−−→
AB =

−−→
DC ⇔

−−→
AD =

−−→
BC

図を描けばわかるように、
−−→
AB =

−−→
CDならば，四角形 ABḊĊが平行四辺形になる．

向かい合う辺の組，辺 AB，DCについて，「AB = DCかつ AB // DC」⇔
−−→
AB =

−−→
DCより示される．．

【練習 10：平行四辺形～その１～】
次の図のように P, Q, Rがある時，以下の問に答えなさい．

P
Q

R(1) 四角形 PQSRが平行四辺形となるよう，Sを右図に書き込みなさい.

(2) 四角形 PQRTが平行四辺形のとき，
−→
PTと等しいベクトルを下から選べ．

(3) 四角形 PUQRが平行四辺形のとき，
−−→
PUと等しいベクトルを下から選べ．

a.
−→
PR b.

−→
RP c.

−−→
PQ d.

−−→
QP e.

−−→
QR f.

−−→
RQ

【解答】 S

P
Q

R(1)
−−→
QS =

−→
PR =

(
2
2

)
より右のようになる．

(2) 右欄外のようになって，
−→
PT =

−−→
QRから e. ◀

T

U
P

Q

R

(3) 右欄外のようになって，
−−→
PU =

−−→
RQから f.

【練習 11：平行四辺形～その２～】
座標平面上に A(1, 3)，B(2,−1)，C(4, 4)があるとき

(1) 平行四辺形 ABCDとなるよう Dの座標を定めよ．

(2) 4点 A，B，C，Eを結んで平行四辺形ができるとき，Eの座標をすべて求めよ．

【解答】

(1)
−−→
DC =

−−→
AB =

(
1
−4

)
であればよい．D(x, y)とすると，

◀【別解】
−−→
OC =

44
 に −−→AB =

 1
−4


を足すと

−−→
OD =

38
 になり、こ

れが D の座標になると考えても
よい。

−−→
DC =

(
4 − x
4 − y

)
=

(
1
−4

)
より x = 3, y = 8なので D(3, 8)．

(2) 右欄外の図より，条件を満たす Eは 3点しかない． ◀

A

B

C

E A

B

C

E

A

B

C

E

△ABC の辺のどれか 1 つだけが，
平行四辺形の対角線になるので，

3 点しかない．

四角形 ABCEが平行四辺形となるとき，(1)より E(3, 8)．

四角形 ABECが平行四辺形となるとき，
−−→
CE =

−−→
AB =

(
1
−4

)
となればよ

い．E(x, y)とすると，
−−→
CE =

(
x − 4
y − 4

)
=

(
1
−4

)
より E(5, 0)．

四角形 AEBCが平行四辺形となるとき，
−−→
AE =

−−→
CB =

(
−2
−5

)
となればよ

い．E(x, y)とすると，
−−→
AE =

(
x − 1
y − 3

)
=

(
−2
−5

)
より E(−1,−2)．

以上より，求める Eは (3, 8), (5, 0), (−1,−2)．
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1A.3 ベクトルの平行と一次独立

1. ベクトルにおける「平行」

A. 「平行」とは k倍のこと

a⃗ = kb⃗となる実数 k が存在するとき，a⃗, b⃗は平行 (parallel) であると言い，a⃗ // b⃗と表さ

a⃗

3a⃗
−

3 2
a⃗

れる．平行でないときは a⃗ \// b⃗と表される．ただし，a⃗ , 0⃗, b⃗ , 0⃗, k , 0とする．

たとえば，3a⃗と a⃗は平行であり，3a⃗ // a⃗である．

また，a⃗ と −a⃗ は向きは違うが，やはり a⃗ // (−a⃗) である．このように，k が負の値の時，

a⃗, ka⃗は逆向きとなるが，平行なベクトルと定義される．

【例題 12】 右の図の ABED， BCFEについて，以下の 　　 に A B C

D E F

b⃗

a⃗

//か \//のいずれかを入れなさい．

a⃗ ア
−−→
BC, a⃗ イ

−→
CF, b⃗ ウ

−→
FE, b⃗ エ

−−→
EB

【解答】 ア : a⃗ //
−−→
BC，イ : a⃗ \//

−→
CF，ウ : b⃗ \//

−→
FE，エ : b⃗ //

−−→
EB

B. 成分表示から考えた「平行」

0⃗でない 2つのベクトルが平行なことは、成分の比から考えることができる。

たとえば，a⃗ =
(
2
3

)
, b⃗ =

(
6
9

)
のとき，2 : 3 = 6 : 9であり，b⃗ = 3a⃗となるから b⃗ // a⃗である．

また，a⃗ =
(
1
3

)
, b⃗ =

(
x
−6

)
が平行となるとき，1 : 3 = x : (−6) でないといけない．これを解いて，

3x = −6⇔ x = −2を得る．このときは b⃗ = −2a⃗である．

【例題 13】 それぞれの場合について，a⃗ // b⃗となるよう xの値を定めよ．

1. a⃗ =
(
3
1

)
, b⃗ =

(
x
−3

)
2. a⃗ =

(
−2
x

)
, b⃗ =

(
4

x + 3

)
3. a⃗ =

(
2x
3

)
, b⃗ =

(
x + 4

3x + 1

)

【解答】

1. 3 : 1 = x : (−3)が成り立てばよい．これを解いて x = −9． ◀【別解】y 成分から b⃗ = −3a⃗ を用いる

2. −2 : x = 4 : (x + 3)が成り立てばよい．これより 4x = −2(x + 3)と ◀【別解】x 成分から b⃗ = −2a⃗ である．

よって，

 4
x + 3

 = −2a⃗ =

 4
−2x

 となっ
て，x + 3 = −2x

なり，これを解いて x = −1．
3. 2x : 3 = (x + 4) : (3x + 1)が成り立てばよい．よって

3(x + 4) = 2x(3x + 1) ◀【別解】y 成分を見て，⃗b = 3x + 1
3

a⃗ と

なる．x成分を見て，x+4 = 2x· 3x + 1
3

となり，これを解いても得られる．

⇔ 3x + 12 = 6x2 + 2x

⇔ 0 = 6x2 − x − 12

⇔ 0 = (2x − 3)(3x + 4) ∴ x = 3
2
, − 4

3
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ベクトルの平行

k , 0を実数とする．2つのベクトル a⃗ , 0⃗, b⃗ , 0⃗が平行であることは

(1) a⃗ = kb⃗となる実数 kが存在すること

と定義される．もし，a⃗ =
(
a1
a2

)
, b⃗ =

(
b1
b2

)
と成分表示されていれば，次のように言い換えられる．

(2) a1 : a2 = b1 : b2*7

【練習 14：2つのベクトルの平行】

(1) 2つのベクトル a⃗ =
(
x − 1

x2

)
, b⃗ =

(
x + 5
2x

)
が平行となるような，xの値を求めよ．

(2) x⃗ = 2a⃗ + b⃗, y⃗ = a⃗ − 2b⃗ とする．
(
x⃗ + y⃗

)
//

(
tx⃗ − y⃗

)
となるよう実数 t の値を定めよ．ただし，

a⃗ , 0⃗, b⃗ , 0⃗, a⃗ \// b⃗とする．

【解答】

(1) (x − 1) : x2 = (x + 5) : 2xが成り立てばよい．よって

x2(x + 5) = 2x(x − 1)

⇔ x3 + 3x2 + 2x = 0
⇔ x(x + 1)(x + 2) = 0 ∴ x = 0,−1,−2

いずれの場合も a⃗ , 0⃗, b⃗ , 0⃗となって適し，x = 0,−1,−2．
(2) k(x⃗ + y⃗) = tx⃗ − y⃗となる実数 kが存在すればよい。

x⃗ + y⃗ = 3a⃗ − b⃗，tx⃗ − y⃗ = (2t − 1)a⃗ + (t + 2)b⃗である． ◀ a⃗, b⃗の係数を見て 3 : (−1) = (2t−
1) : (t + 2)が成り立てばよいと気
づけば，計算は楽になる．

tx⃗ − y⃗ = k
(
x⃗ + y⃗

)
⇔ (2t − 1)a⃗ + (t + 2)b⃗ = 3ka⃗ − kb⃗

よって，2t − 1 = 3k, t + 2 = −kであればよいから

2t − 1 = −3(t + 2) ∴ t = −1

*7 a1 = kb1 かつ a2 = kb2 となる実数 k が存在すること」とも言い換えられる．
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2. 平面上の「全ての」ベクトルを表す

A. ベクトルの一次独立

2つのベクトル a⃗, b⃗が平行でなく、0⃗でないとき，a⃗, b⃗は一次独立 (linear independence) *8という*9．

平面のベクトルにおいては，「a⃗, b⃗が一次独立であること」と「a⃗ , 0⃗, b⃗ , 0⃗, a⃗ \// b⃗」は一致する．

【例題 15】 右図について，次のベクトルの組のうち，一次独立なものを全て A B C

D E F

答えなさい．

1.
−−→
AB,

−−→
DF 2.

−−→
AB,

−→
CF 3.

−−→
AB,

−−→
EC 4.

−−→
AB,

−−→
ED 5.

−−→
AB,

−→
FF

【解答】 1.は
−−→
AB //

−−→
DFのため，4.は

−−→
AB //

−−→
EDのため，5.は

−→
FF =

−→
0 の ◀

−−→
AB = 2

−−→
DF,

−−→
AB = −

−−→
ED

ため，一次独立でない．一次独立なものは 2，3．

B. 平面上の「全ての」ベクトルを表す

ベクトル a⃗, b⃗と実数 p, qについて，pa⃗ + qb⃗を a⃗, b⃗の一次結合 (linear combination)という*10．

平面のベクトルは，この一次結合を用いて表せる。

「全ての」平面上のベクトルを表す

a⃗, b⃗が一次独立とする．このとき，平面上のどんなベクトル x⃗についても実数 p, qが存在し x⃗ = pa⃗+qb⃗

と表せる．さらに，p, qは必ず 1通りに定まる．

この事実について，「図形的」「成分表示」の 2つの側面から考えてみよう．

C. 図形的に考える～ベクトルの分解

たとえば，左図のように a⃗, b⃗, x⃗があったとしよう．

a⃗
b⃗

x⃗ このとき x⃗が，x⃗ = pa⃗ + qb⃗のように表せることは，次のようにして分かる．

a⃗，b⃗，x⃗ の−−−−−−−−−→
始点を揃える a⃗

b⃗

x⃗ x⃗ が対角線の−−−−−−−−−−−→
平行四辺形作る

p⃝q

1⃝

1

ｐ，ｑが−−−−−−→
決まる

pa⃗

qb⃗

この操作を，x⃗を a⃗, b⃗に分解 (resolution)すると言う．

*8 「a⃗, b⃗ が一次独立」という言葉の由来は「a⃗, b⃗ のどちらも，他のベクトルの一次結合で表せない」ためである（今は「他のベク
トル」は 1 つしかない）．この意味は，空間ベクトルの一次独立を学んだときにさらに明確になる．

*9 言い換えると、一次独立は、b⃗ = ka⃗ となる実数 k が存在・し・な・いことである。逆に，b⃗ = ka⃗ となる実数 k が存在するとき，a⃗, b⃗

は一次従属 (linear dependence)という．これは，a⃗, b⃗ が平行であったり，どちらかが 0⃗ であることと一致する．
*10 2 つのベクトルを 1 次式でつないで pa⃗ + qb⃗ になるから，一次結合と言う．ベクトルには掛け算は存在せず 2 次式が作れない
ので，二次結合，三次結合，…は存在しない．
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【例題 16】 右の正六角形 ABCDEFについて，以下のベクトルを x⃗, y⃗で表せ．
A

B

C
D

E

F

M

x⃗ y⃗

1.
−−→
AM 2.

−−→
AE 3.

−−→
AD

4.
−−→
FD 5.

−−→
DB 6.

−−→
CE

【解答】

1.
−−→
AM =

−−→
AB +

−−→
BM = x⃗ + y⃗ ◀【別解】

−−→
AM =

−−→
AF +

−−→
FM = y⃗ + x⃗

2.
−−→
AE =

−−→
AB +

−−→
BE = x⃗ + 2y⃗

3.
−−→
AD = 2

−−→
AM = 2x⃗ + 2y⃗ ◀【別解】

−−→
AD =

−−→
AB +

−−→
BM +

−−→
MC +

−−→
CD

= x⃗ + y⃗ + x⃗ + y⃗ = 2x⃗ + 2y⃗

他にも別解は多数ある．

4.
−−→
FD =

−→
FC +

−−→
CD = 2x⃗ + y⃗

5.
−−→
DB =

−−→
DE +

−−→
EB = −x⃗ − 2y⃗

6.
−−→
CE =

−−→
CM +

−−→
ME = −x⃗ + y⃗

D. 成分表示を用いて考える

成分表示を用いると，どんな x⃗に対しても x⃗ = pa⃗ + qb⃗となる p, qを計算で求められる．

たとえば，a⃗ =
(
2
1

)
, b⃗ =

(
−1
3

)
とする．x⃗ =

(
4
−5

)
について x⃗ = pa⃗ + qb⃗とおくと、

pa⃗ + qb⃗ =
(
2p − q
p + 3q

)
であり，これが x⃗ =

(
4
−5

)
と等しいので，連立方程式

 2p − q = 4

p + 3q = −5
が成り立つ．

これを解いて p = 1, q = −2を得るから，x⃗ = a⃗ − 2b⃗であると分かる．

【例題 17】

1. ベクトル a⃗ =
(
−1
1

)
, b⃗ =

(
1
1

)
, c⃗ =

(
−5
−1

)
について, c⃗を a⃗, b⃗で表せ．

2. ベクトル a⃗ =
(
−2
3

)
, b⃗ =

(
−3
1

)
, c⃗ =

(
−2
10

)
について, c⃗を a⃗, b⃗で表せ．

【解答】

1. c⃗ = pa⃗ + qb⃗とおく．pa⃗ + qb⃗ =
(
−p + q
p + q

)
，c⃗ =

(
−5
−1

)
より，−p + q = −5

p + q = −1
が成り立つ．これを解いて (p, q) = (2,−3)であるか

ら，c⃗ = 2a⃗ − 3b⃗．

2. c⃗ = pa⃗ + qb⃗とおく．pa⃗ + qb⃗ =
(
−2p − 3q

3p + q

)
，c⃗ =

(
−2
10

)
より，−2p − 3q = −2

3p + q = 10
が成り立つ．これを解いて (p, q) = (4,−2)である

から，c⃗ = 4a⃗ − 2b⃗．
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1A.4 ベクトルの内積

1. ベクトルの内積とは何か

A. 2つのベクトルのなす角

0⃗ でない，2 つのベクトルの・始・点・を・揃・えたときに・で・き・る
a⃗

b⃗

始点を−−−−−−−→
揃える a⃗

b⃗

b⃗

ベクトル
のなす角

・
角を，「2つのベクトルのなす角*11」または「2つのベクト

ルのつくる角」という．

【例題 18】 右図のように正三角形 ABC，正方形 BCDEがあり，AB = 2とする．

A

C

B

D

E

次の 2つのベクトルのなす角を求めよ．

1.
−−→
AC,

−−→
AB 2.

−−→
CD,

−−→
CE 3.

−−→
CD,

−−→
CA 4.

−−→
CD,

−−→
CB

5.
−−→
CD,

−−→
AB 6.

−−→
CD,

−−→
EB 7.

−−→
CD,

−−→
AC 8.

−−→
AC,

−−→
CB

【解答】

1. θ = 60◦ 2. θ = 45◦ 3. θ = 150◦ 4. θ = 90◦

5. 始点を揃えて，θ = 30◦ 6. 始点を揃えて，θ = 180◦

7. 始点を揃えて，θ = 30◦ 8. 始点を揃えて，θ = 120◦

B. ベクトルの内積の 2つの定義

ベクトルの内積

2つのベクトル a⃗, b⃗について，次の 2つの値は一致し，内積 (inner product) *12と呼ばれる．

(1) （成分表示使わない）a⃗, b⃗のなす角を θとするとき， a⃗ b⃗ cos θ

(2) （成分表示使う）a⃗ =
(
a1
a2

)
, b⃗ =

(
b1
b2

)
のとき，a1b1 + a2b2

この内積は a⃗ · b⃗で表される．つまり，a⃗ · b⃗ = a⃗ b⃗ cos θ = a1b1 + a2b2 である．

たとえば，右図において内積の計算は次のようになる．

O A

BC

a⃗

b⃗

(1) （成分表示使わない） a⃗ = 4, b⃗ = 4
√

2，なす角は 45◦ なので，

a⃗ · b⃗ = 4 · 4
√

2 · cos 45◦ = 4 · 4
√

2 · 1√
2
= 16

(2)（成分表示使う）a⃗ =
(
4
0

)
, b⃗ =

(
4
4

)
となり，a⃗ · b⃗ = 4 · 4 + 0 · 4 = 16

*11 「つくる角」と言う方が分かりやすいが，「なす角」「角をなしている」などの表現で，しばしば用いられる．

*12 内積の値は常に実数である．そのため，内積のことをスカラー積ともいう．ここでのスカラーは「実数」を意味する．

一方，外積という計算も存在し，こちらはベクトル積ともいう．外積を計算した結果は必ずベクトルになるからである．
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（2つの定義が一致することの証明・a⃗, b⃗が一次独立のとき）

a⃗ =
(
a1
a2

)
, b⃗ =

(
b1
b2

)
について， a⃗ b⃗ cos θ = a1b1 + a2b2 が成り立つことを示せばよい．

a⃗, b⃗の始点を Oに揃え，それぞれの終点を A，Bとする．△OAB*13について余弦定理より

−−→
AB

2
=
−−→
OA

2
+
−−→
OB

2
− 2
−−→
OA

−−→
OB cos θ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

である．ここで，
−−→
OA

2
= a⃗

2
= a2

1 + a2
2,

−−→
OB

2
= b⃗

2
= b2

1 + b2
2 であり，

−−→
AB =

(
b1 − a1
b2 − a2

)
から

−−→
AB

2
= (b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 であるので，これらを 1⃝に代入して

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 = (a2
1 + a2

2) + (b2
1 + b2

2) − 2
−−→
OA

−−→
OB cos θ

⇔ b2
1 − 2a1b1 + a2

1 + b2
2 − 2a2b2 + a2

2 = a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 − 2
−−→
OA

−−→
OB cos θ

⇔ −2a1b1 − 2a2b2 = −2 a⃗ b⃗ cos θ

両辺を −2で割って， a⃗ b⃗ cos θ = a1b1 + a2b2 を得る．

【例題 19】 右図のように正三角形 ABC，正方形 BCDEがあり，AB = 2とする．

A

C

B

D

E

内積の定義 (1) a⃗ · b⃗ = a⃗ b⃗ cos θを用いて，次の内積の値を求めよ．

1.
−−→
AC ·

−−→
AB 2.

−−→
CD ·

−−→
CE 3.

−−→
CD ·

−−→
CA 4.

−−→
CD ·

−−→
CB

5.
−−→
CD ·

−−→
AB 6.

−−→
CD ·

−−→
EB 7.

−−→
CD ·

−−→
AC 8.

−−→
AC ·

−−→
CB

【解答】

1.
−−→
AC ·

−−→
AB = 2 · 2 · cos 60◦ = 2 · 2 · 1

2
= 2

2.
−−→
CD ·

−−→
CE = 2 · 2

√
2 · cos 45◦ = 2 · 2

√
2 ·
√

2
2
= 4

3.
−−→
CD ·

−−→
CA = 2 · 2 · cos 150◦ = 2 · 2 · −

√
3

2
= −2

√
3

4.
−−→
CD ·

−−→
CB = 2 · 2 · cos 90◦ = 2 · 2 · 0 = 0

5.
−−→
CD ·

−−→
AB = 2 · 2 · cos 30◦ = 2 · 2 ·

√
3

2
= 2
√

3

6.
−−→
CD ·

−−→
EB = 2 · 2 · cos 180◦ = 2 · 2 · (−1) = −4

7.
−−→
CD ·

−−→
AC = 2 · 2 · cos 30◦ = 2 · 2 ·

√
3

2
= 2
√

3

8.
−−→
AC ·

−−→
CB = 2 · 2 · cos 120◦ = 2 · 2 ·

(
− 1

2

)
= −2

【例題 20】 内積の定義 (2) a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 を用いて，次の内積を計算しなさい．

1. a⃗ =
(
3
1

)
, b⃗ =

(
−1
2

)
のときの内積 a⃗ · b⃗ 2. a⃗ =

(
−4
−2

)
, b⃗ =

(
−3
5

)
のときの内積 a⃗ · b⃗

【解答】

1. a⃗ · b⃗ = 3 · (−1) + 1 · 2 = −1 2. a⃗ · b⃗ = (−4) · (−3) + (−2) · 5 = 2

*13 a⃗, b⃗ が一次独立であることと，△OAB は存在することは，同値である．
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【練習 21：内積の計算】
A

B C

D
30◦

2(1) 右図の長方形について次の内積を計算しなさい．

1.
−−→
AD ·

−−→
AC 2.

−−→
AB ·

−−→
AC 3.

−−→
BC ·

−−→
AC 4.

−−→
DC ·

−−→
CA

(2) a⃗, b⃗が次のようになるとき，内積 a⃗ · b⃗の値を計算しなさい．

1. a⃗ =
(
3
1

)
, b⃗ =

(
−1
2

)
のとき 2. a⃗ =

(
−4
−2

)
, b⃗ =

(
−3
5

)
のとき

【解答】

(1) 直角三角形 ADCは辺の比が 1 : 2 :
√

3であるから，
−−→
AC = 4,

−−→
AD =

2
√

3である．

1.
−−→
AD ·

−−→
AC = 2

√
3 · 4 cos 30◦ = 2

√
3 · 4 ·

√
3

2
= 12

2.
−−→
AB ·

−−→
AC = 2 · 4 cos 60◦ = 2 · 4 · 1

2
= 4

3.
−−→
BC =

−−→
ADから，

−−→
AD,

−−→
ACの大きさとなす角を考えて ◀

A

B C

D
30◦

2

（与式）= 2
√

3 · 4 cos 30◦ = 12
4. 右図のように考えて ◀

A

B C

D

2

120◦ −−→
DC と同じ

（与式）= 2 · 4 cos 120◦ = 2 · 4 ·
(
− 1

2

)
= −4

(2) 1. a⃗ · b⃗ = 3 · (−1) + 1 · 2 = −1
2. a⃗ · b⃗ = (−4) · (−3) + (−2) · 5 = 2

2. ベクトルの内積の利用（１）～ベクトルの垂直条件・なす角の計算

A. ベクトルの垂直

a⃗, b⃗のなす角が 90◦ のとき，a⃗, b⃗は垂直 (perpendicular)であると言い，a⃗ ⊥ b⃗と表される．

ベクトルの垂直

0⃗でないベクトル a⃗, b⃗について， a⃗ ⊥ b⃗⇔ a⃗ · b⃗ = 0 が成り立つ．

（証明）cos θ = 0⇔ θ = 90◦ であるから，a⃗ · b⃗ = 0⇔ a⃗ b⃗ cos θ = 0⇔ cos θ = 0⇔ a⃗ ⊥ b⃗．

【例題 22】

1. a⃗ =
(
2
3

)
, b⃗ =

(
x
4

)
が a⃗ ⊥ b⃗を満たすとき，xの値を求めよ．

2. a⃗ =
(
−1

x − 1

)
, b⃗ =

(
2x − 5

3

)
が a⃗ ⊥ b⃗を満たすとき，xの値を求めよ．

【解答】

1. a⃗ · b⃗ = 0⇔ 2 · x + 3 · 4 = 0⇔ 2x + 12 = 0 ∴ x = −6
2. a⃗ · b⃗ = 0 ⇔ (−1) · (2x − 5) + (x − 1) · 3 = 0

⇔ −2x + 5 + 3x − 3 = 0 ∴ x = −2
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B. ベクトルのなす角を求める

右図の a⃗ =
(
2
4

)
, b⃗ =

(
−1
2

)
について

a⃗

b⃗ θ

a⃗ · b⃗ = −2 + 8 = 6

である．一方， a⃗ =
√

22 + 42 =
√

20 = 2
√

5, b⃗ =
√

(−1)2 + 22 =
√

5より

a⃗ · b⃗ = 2
√

5 ·
√

5 · cos θ = 10 cos θ

である．こうして，内積 a⃗ · b⃗を 2通りで求められたので

10 cos θ = 6 ⇔ cos θ = 3
5

と分かる．このように，内積を用いてベクトルのなす角を計算できる．

【例題 23】 以下のベクトル a⃗, b⃗のなす角 θ について，cos θ をそれぞれ求めよ．また，θ が求められる

場合は θの値も求めよ．

1. a⃗ =
(

3
−1

)
, b⃗ =

(
2
−1

)
2. a⃗ =

(
2
3

)
, b⃗ =

(
−1
5

)
3. a⃗ =

(
4
1

)
, b⃗ =

(
1
4

)

【解答】

1. 成分を用いて a⃗ · b⃗ = 6 + 1 = 7．

一方， a⃗ =
√

32 + (−1)2 =
√

10, b⃗ =
√

22 + (−1)2 =
√

5 であるか

ら，a⃗ · b⃗ =
√

10
√

5 cos θ = 5
√

2 cos θ．よって

5
√

2 cos θ = 7 ⇔ cos θ = 7
5
√

2
=

7
√

2
10

2. 成分を用いて a⃗ · b⃗ = −2 + 15 = 13．

一方， a⃗ =
√

22 + 32 =
√

13, b⃗ =
√

(−1)2 + 52 =
√

26であるから，

a⃗ · b⃗ =
√

13
√

26 cos θ = 13
√

2 cos θ．よって

13
√

2 cos θ = 13 ⇔ cos θ = 1
√

2

また，θ = 45◦ である．
3. 成分を用いて a⃗ · b⃗ = 4 + 4 = 8．

一方， a⃗ =
√

42 + 12 =
√

17, b⃗ =
√

12 + 42 =
√

17 であるから，

a⃗ · b⃗ =
√

17
√

17 cos θ = 17 cos θ．よって

17 cos θ = 8 ⇔ cos θ = 8
17

2つのベクトルのなす角

a⃗ =
(
a1
a2

)
, b⃗ =

(
b1
b2

)
のなす角 θ は，内積の定義 a⃗ · b⃗ = a⃗ b⃗ cos θ に、値 a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2, a⃗ =√

a2
1 + a2

2, b⃗ =
√

b2
1 + b2

2 を代入すれば求められる．
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C. 直交する単位ベクトルを求める

【練習 24：直交する単位ベクトル】

a⃗ =
(
2
1

)
と直交する単位ベクトル e⃗を求めよ．

【解答】 e⃗ =
(
x
y

)
とおく．a⃗ =

(
2
1

)
と直交するので

a⃗ · e⃗ = 0 ⇔ 2x + y = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

一方， e⃗ = 1であるから ◀単位ベクトルとは，長さ 1 のベク
トルのこと√

x2 + y2 = 1 ⇔ x2 + y2 = 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

1⃝より y = −2xであるから， 2⃝に代入して

x2 + (−2x)2 = 1 ⇔ 5x2 = 1

よって，x2 =
1
5
となるから x = ± 1√

5
．

x = 1√
5
のとき y = −2x = − 2√

5
，x = − 1√

5
のとき y = −2x = 2√

5
であ

るから，e⃗ =

 1√
5

− 2√
5

,
− 1√

5
2√
5

．

3. ベクトルの内積の利用（２）～内積を掛け算のように扱う

A. 結合法則・交換法則・分配法則～内積と掛け算の類似

実数 a, b, cは結合法則 a(bc) = (ab)c，交換法則 ab = ba，分配法則 a(b + c) = ab + acを満たす．これら

と類似の法則は，ベクトルの内積においても成立する．

内積の交換法則・分配法則

どんなベクトル a⃗, b⃗, c⃗についても，次の等式が成り立つ．

(I) （定数倍）実数 kについて，(ka⃗) · b⃗ = k(a⃗ · b⃗), a⃗ · (kb⃗) = k(a⃗ · b⃗)

(II) （交換法則）a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗
(III) （分配法則）a⃗ · (b⃗ + c⃗) = a⃗ · b⃗ + a⃗ · c⃗, (a⃗ + b⃗) · c⃗ = a⃗ · c⃗ + b⃗ · c⃗

(I)から，たとえば (2a⃗) · b⃗, a⃗ · (2b⃗), 2(a⃗ · b⃗)の括弧は省略でき，すべて 2a⃗ · b⃗と書かれる．

（証明）成分を計算すればよい．たとえば，成分表示によって a⃗ =
(
a1
a2

)
, b⃗ =

(
b1
b2

)
になったとすると，(I)

の 1つ目の式について

（左辺）= (ka1)b1 + (ka2)b2 = ka1b1 + ka2b2, （右辺）= k(a1b1 + a2b2) = ka1b1 + ka2b2

となるから（左辺）=（右辺）である．
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B. 大きさの 2乗～内積と掛け算の違い
・
ベ
・
ク
・
ト
・
ル a⃗の・2・乗・は・存・在・し・な・い．しかし，それに類似した式 a⃗ · a⃗は次のようになる．

同じベクトルの内積

(IV) （同じベクトルの内積）どんなベクトル a⃗についても，a⃗ · a⃗ = a⃗
2
になる．

（証明）a⃗ = 0⃗のときは明らか．a⃗ , 0⃗のとき，a⃗, a⃗のなす角は 0◦ なので a⃗ · a⃗ = a⃗ a⃗ cos 0◦ = a⃗
2
．

【例題 25】 a⃗ =
√

2, a⃗ · b⃗ = 1, b⃗ · c⃗ = 2, c⃗ · a⃗ = 3とするとき，以下の値を計算しなさい．

1. a⃗ · (b⃗ + c⃗) 2. (a⃗ − 3b⃗) · c⃗ 3. (a⃗ + b⃗) · (a⃗ + c⃗) 4. (a⃗ − 4b⃗) · (5a⃗ − 2⃗c)

【解答】

1.（与式）= a⃗ · b⃗ + a⃗ · c⃗ = 1 + 3 = 4 ◀ a⃗ · c⃗ = c⃗ · a⃗ = 3

2.（与式）= a⃗ · c⃗ − 3b⃗ · c⃗ = 3 − 6 = −3
3.（与式）= a⃗ · (a⃗ + c⃗) + b⃗ · (a⃗ + c⃗) = a⃗

2
+ a⃗ · c⃗ + b⃗ · a⃗ + b⃗ · c⃗ ◀ a⃗ · a⃗ = a⃗

2

= 2 + 3 + 1 + 2 = 8 ◀ a⃗
2
= 2

4.（与式）= 5 a⃗
2 − 2a⃗ · c⃗ − 20b⃗ · a⃗ + 8b⃗ · c⃗

= 5 × 2 − 2 × 3 − 20 × 1 + 8 × 2 = 0 ◀つまり，(a⃗ − 4b⃗) ⊥ (5a⃗ − 2c⃗) が成
り立っている．

C. 内積の計算を文字式の展開のように扱う

ここまでで学んだ内積の性質 (I)-(IV)によって，以下のような計算ができる．

a⃗ + 2b⃗
2
=

(
a⃗ + 2b⃗

)
·
(
a⃗ + 2b⃗

)
←性質（IV）を使った

= a⃗ · a⃗ + a⃗ · 2b⃗ + 2b⃗ · a⃗ + 2b⃗ · 2b⃗ ←性質（III）を使った

= a⃗ · a⃗ + 2a⃗ · b⃗ + 2a⃗ · b⃗ + 4b⃗ · b⃗ ←性質（I），（II）を使った

= a⃗
2
+ 4a⃗ · b⃗ + 4 b⃗

2
←性質（IV）を使った

こうして，文字式の展開 (a + 2b)2 = a2 + 4ab + 4b2 に似た結果を得る．同じようにして，一般に次のような

等式を得る．

文字式の展開との類似

任意のベクトル x⃗, y⃗，実数 kについて，以下の等式が成り立つ．

(1) x⃗ + ky⃗
2
= x⃗

2
+ 2kx⃗ · y⃗ + k2 y⃗

2
(2) (x⃗ + y⃗) · (x⃗ − y⃗) = x⃗

2 − y⃗
2

(3) (x⃗+ ky⃗) · (x⃗+ l⃗y) = x⃗
2
+ (k + l)x⃗ · y⃗+ kl y⃗

2

ベクトルには 2乗が存在しないが，代わりに，・大・き・さ・の・2・乗となることに注意しよう．
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【例題 26】

a⃗ = 2, a⃗ · b⃗ = 3, b⃗ = 4とする．以下の値を求めよ．

1. 3a⃗ + b⃗
2

2. 5a⃗ − 2b⃗
2

3. a⃗ + b⃗ 4. a⃗ − 2b⃗

【解答】

1.（与式）= 9 a⃗
2
+ 6a⃗ · b⃗ + b⃗

2
= 36 + 18 + 16 = 70

2.（与式）= 25 a⃗
2 − 20a⃗ · b⃗ + 4 b⃗

2
= 100 − 60 + 64 = 104

3. a⃗ + b⃗
2
を計算すると a⃗ + b⃗

2
= a⃗

2
+ 2a⃗ · b⃗ + b⃗

2

= 4 + 6 + 16 = 26

a⃗ + b⃗ > 0より， a⃗ + b⃗ =
√

26．
4. a⃗ − 2b⃗

2
を計算すると a⃗ − 2b⃗

2
= a⃗

2 − 4a⃗ · b⃗ + 4 b⃗
2

= 4 − 12 + 64 = 56

a⃗ − 2b⃗ > 0より， a⃗ − 2b⃗ =
√

56 = 2
√

14．

ベクトルの和の大きさ，たとえば a⃗ + b⃗ を求めるには，まず 2乗 a⃗ + b⃗
2
を計算しよう．

【練習 27：内積の計算の利用～その１～】

(1) a⃗ = 1, b⃗ = 4で，a⃗, b⃗のなす角が 60◦ のとき， 2a⃗ − b⃗ を求めよ．

(2) a⃗ = 1, b⃗ = 5, 4a⃗ − b⃗ = 7であるとき，内積 a⃗ · b⃗を求めよ．
(3) a⃗ = 4, b⃗ = 2, a⃗ · b⃗ = −2のとき，a⃗ + b⃗と a⃗ + tb⃗が垂直となるよう tの値を定めなさい．

【解答】

(1) a⃗ · b⃗ = 1 · 4 · cos 60◦ = 2であるから

2a⃗ − b⃗
2
= 4 a⃗

2 − 4a⃗ · b⃗ + b⃗
2

= 4 − 8 + 16 = 12

2a⃗ − b⃗ > 0より， 2a⃗ − b⃗ =
√

12 = 2
√

3
(2) 4a⃗ − b⃗ = 7の両辺を 2乗して

16 a⃗
2 − 8a⃗ · b⃗ + b⃗

2
= 49

⇔ 16 · 1 − 8a⃗ · b⃗ + 25 = 49

⇔ − 8a⃗ · b⃗ = 8 ∴ a⃗ · b⃗ = −1

(3) a⃗ + b⃗と a⃗ + tb⃗が垂直である必要十分条件は(
a⃗ + b⃗

)
·
(
a⃗ + tb⃗

)
= 0

⇔ a⃗
2
+ ta⃗ · b⃗ + a⃗ · b⃗ + t b⃗

2
= 0

⇔ 16 − 2t − 2 + 4t = 0
⇔ 14 + 2t = 0 ∴ t = −7
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D. ベクトルの大きさの最小値

【練習 28：ベクトルの大きさの最小値～その１・成分がない場合～】

a⃗ = 1, b⃗ = 2, a⃗ · b⃗ = 1のとき， ta⃗ + b⃗ の最小値と，そのときの tの値を求めよ．

【解答】 ta⃗ + b⃗
2
= t2 a⃗

2
+ 2ta⃗ · b⃗ + b⃗

2

= t2 + 2t + 4 = (t + 1)2 + 3

であるから，t = −1のときに ta⃗ + b⃗
2
は最小値 3をとる．よって， ta⃗ + b⃗

は t = −1のとき最小値
√

3をとる．

【練習 29：ベクトルの大きさの最小値～その２・成分がある場合～】

a⃗ =
(
t
2

)
, b⃗ =

(
1 − t

t

)
のとき， 2a⃗ + b⃗ の最小値と，そのときの tの値を求めよ．

【解答】 2a⃗ + b⃗ =
(
2t
4

)
+

(
1 − t

t

)
=

(
1 + t
4 + t

)
であるから

◀ a⃗
2
= t2 + 4, b⃗

2
= (1− t)2 + t2,

a⃗ · b⃗ = t(1 − t) + 2t = −t2 + 3tを

a⃗ + 2b⃗
2
= a⃗

2
+ 4a⃗ · b⃗ + 4 b⃗

2

に代入しても解けるが，計算量は

多くなる．

2a⃗ + b⃗ =
√

(1 + t)2 + (4 + t)2

=
√

2t2 + 10t + 17

=
√

2(t2 + 5t) + 17

=

√
2
{(

t + 5
2

)2
− 25

4

}
+ 17 =

√
2
(
t + 5

2

)2
+

9
2

よって， 2a⃗ + b⃗ は t = − 5
2
のとき，最小値

√
9
2
=

3
2

√
2をとる．

【練習 30：ベクトルの大きさの最小値～その３・図形から考える～】
1 辺が 1 の正六角形 ABCDEF があり，対角線の交点を M とする． A

B

C
D

E

F

M

x⃗ y⃗
x⃗ =
−−→
AB, y⃗ =

−−→
AFとするとき，以下の問いに答えなさい．

(1) x⃗ · y⃗の値を求めよ．
(2) x⃗ + t⃗y の最小値と，そのときの tの値を求めよ．

(3) (x⃗ + t⃗y) ⊥ y⃗となるときの tの値を求めよ．

【解答】

(1) x⃗ · y⃗ = 1 · 1 · cos 120◦ = − 1
2

(2) x⃗ + t⃗y
2
= x⃗

2
+ 2tx⃗ · y⃗ + t2 y⃗

2
= 12 + 2t ·

(
− 1

2

)
+ t2 · 12

= t2 − t + 1 =
(
t − 1

2

)2
+

3
4

よって， x⃗ + t⃗y は t = 1
2
のとき最小値

√
3
4
=

√
3

2
をとる．

(3) (x⃗ + t⃗y) · y⃗ = − 1
2
+ t = 0を解いて t = 1

2
．

(2) と答えが一致する．x⃗ + t⃗y =
−−→
AP とおくと P は直線 BM 上

にあり，AP が最小になるのは
AP ⊥ BM の時になるから．
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1A.5 位置ベクトル

ベクトルの始点を固定することによって，ベクトルの有用性はさらに高まる．

1. 位置ベクトルの定義

A. 始点を固定する

ベクトルとは「向きのある線分」であった．しかし，「始点と終点のペアを決めればベクトルが決まる」

A D

B C

と言ってもよい．たとえば，右の平行四辺形においては，次のように定まる．

「始点は A，終点は B」⇒
−−→
AB 「始点は D，終点は C」⇒

−−→
DC

一方，
・
始
・
点
・
を
・
固
・
定して考えられたベクトルを位置ベクトル (position vector) と言

う*14．たとえば右の平行四辺形において，「Aを・始・点」と・固・定すれば次のようになる．

「終点は B」⇒
−−→
AB 「終点は C」⇒

−−→
AC 「終点は D」⇒

−−→
AD

従来の「向きのある線分」としてのベクトルを幾何ベクトル (geometric vector)と呼ぶ．

B. 位置ベクトルの始点を省略する

位置ベクトルにおいては始点を省略することがあり，次の 2つの文章は同じ意味である．

同じ意味

・Oを始点とした位置ベクトルを考え，
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とする

・Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)とする　←簡略化された

C. 位置ベクトル～「座標」という概念の拡張

座標平面上では，位置ベクトルの始点として (0, 0) を固定すると，「位
A(a⃗)

2

3

x

y

O

置ベクトル」と「座標」は同一視できる．

たとえば，原点を始点とした右図の A(a⃗) について，A(2, 3) であるが、
−−→
OA =

(
2
3

)
であるから、「a⃗ =

(
2
3

)
である」と言ってもよい．

座標と座標は足せない。しかし、位置ベクトルは足せる。これが、位置ベクトルを考える大きな

利点の一つである．

【例題 31】 に適当な文字・数字を入れなさい．
A F

D E

A(a⃗)
B(b⃗)

1x

y

O

1. 「始点が A，終点が E」のベクトルは，
−−−−−→
ア イ である．

2. Aを始点として D(d⃗)，E(⃗e)，F( f⃗ )とすると，d⃗ =
−−−−−→
ウ エ , e⃗ =

−−−−−→
オ カ , f⃗ =

−−−−−→
キ ク

3. 右の座標平面上で、原点 Oを始点として A(a⃗)、B(b⃗)とする。

a⃗ =
 ケ
コ

であり、b⃗ =
 サ
シ

である。

*14 位置ベクトルにおいて，始点として固定された点は基点とも言う．
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1.
アイ

−−→
AE 2. d⃗ =

ウエ

−−→
AD 、e⃗ =

オカ

−−→
AE 、 f⃗ =

キク

−−→
AF 3. a⃗ =

ケコ

(
1
2

)
, b⃗ =

サシ

(
−2
3

)

2. 位置ベクトルの公式

A. ベクトルの差～幾何ベクトルと位置ベクトルの変換
−−→
ABを始点 Oの位置ベクトルに書き換えると
−−→
AB =

−−→
AO +

−−→
OB = −

−−→
OA +

−−→
OB

よって、始点 Oとして A(a⃗)、B(b⃗)とすると、
−−→
AB =

−−→
OB −

−−→
OA = b⃗ − a⃗となる．

ベクトルの差～位置ベクトルへの変換

A(a⃗)，B(b⃗)とするとき，
−−→
AB = b⃗ − a⃗である． ←「まで」引く「から」

この公式は、たとえば
−−→
ABの x成分は「終点 Bの x座標」引く「始点 Aの x座標」になること（p.56）

に対応している．

Ａ（１，３）　Ｂ（７，４）

A

B

1 7

3
4

x

y

O

⇒
位置ベクトル

を用いて表す

a⃗ =
(
1
3

)
, b⃗ =

(
7
4

)
より

−−→
AB = b⃗ − a⃗

=

(
7
4

)
−

(
1
3

)
=

(
6
1

)
になっている．

p.56のように，A・か・ら B・ま・での
−−→
ABは，「まで」引く「から」をして b⃗ − a⃗，と覚えるとよい．

【例題 32】 Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)，D(d⃗)とする．c⃗ = 2a⃗ + b⃗, d⃗ = −a⃗ − b⃗であるとき

1.
−−→
AC,

−−→
BD,

−−→
CDを a⃗, b⃗で表せ． 2. a⃗ =

(
3
−2

)
, b⃗ =

(
−1
4

)
のとき，c⃗, d⃗を成分表示しなさい．

【解答】

1.
−−→
AC = c⃗ − a⃗ = (2a⃗ + b⃗) − a⃗ = a⃗ + b⃗
−−→
BD = d⃗ − b⃗ = (−a⃗ − b⃗) − b⃗ = −a⃗ − 2b⃗
−−→
CD = d⃗ − c⃗ = (−a⃗ − b⃗) − (2a⃗ + b⃗) = −3a⃗ − 2b⃗

2. c⃗ = 2
(

3
−2

)
+

(
−1
4

)
=

(
6
−4

)
+

(
−1
4

)
=

(
6 + (−1)
−4 + 4

)
=

(
5
0

)
d⃗ = −

(
3
−2

)
−

(
−1
4

)
=

(
−3 − (−1)
−(−2) − 4

)
=

(
−2
−2

)
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B. 内分点の位置ベクトル

位置ベクトルを用いると，線分の内分点（数学 A p.118）は，次のように表現できる．

位置ベクトルにおける内分点の公式

Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)とする．

A(a⃗)

B(b⃗)

P( p⃗)
m⃝

n⃝
線分 ABを m : nに内分する点を P(p⃗)は、 p⃗ = na⃗ + mb⃗

m + n
と表せる。

また、たとえば A = Oのときは，a⃗ = 0⃗を代入すればよい*15。

（証明） AP : PB = m : nから nAP = mPBであり，Pは内分点ゆえ
−−→
AP,

−→
PBは平行で向きも等しく

A(a⃗)

B(b⃗)

P(p⃗)
m⃝

n⃝n
−−→
AP = m

−→
PB⇔ n

(
p⃗ − a⃗

)
= m

(
b⃗ − p⃗

)
⇔ np⃗ − na⃗ = mb⃗ − mp⃗

⇔ (m + n)p⃗ = na⃗ + mb⃗ ∴ p⃗ = na⃗ + mb⃗
m + n

この公式を覚えるには，右のような図を描き，「比だ
A BP
(a⃗) (b⃗)

m n
⇒ na⃗ + mb⃗

m + n
けを足すと分母，ベクトルと比を

・
交
・
差
・
し
・
て
・
掛
・
け
・
て足

すと分子になる」と考えるとよい．

【例題 33】 Oを始点として A(a⃗)，B(b⃗)とする．

1. 線分 ABを 2 : 3に内分する点 P(p⃗)，7 : 3に内分する点 Q(q⃗)、線分 ABの中点M(m⃗)を a⃗, b⃗で表せ．

2. a⃗ =
(

3
−2

)
, b⃗ =

(
−1
4

)
のとき，1.の p⃗, q⃗, m⃗を成分表示しなさい。

【解答】

1. p⃗ = 3a⃗ + 2b⃗
2 + 3

=
3a⃗ + 2b⃗

5
, q⃗ = 3a⃗ + 7b⃗

7 + 3
=

3a⃗ + 7b⃗
10

◀ p⃗ = 3
5

a⃗ + 2
5

b⃗でも良い．

中点Mは、ABを 1 : 1に内分するので m⃗ = a⃗ + b⃗
1 + 1

=
a⃗ + b⃗

2
。

2. p⃗ = 1
5

(
3a⃗ + 2b⃗

)
=

1
5

{
3
(

3
−2

)
+ 2

(
−1
4

)}
=

1
5

(
7
2

)
=

( 7
5
2
5

)
q⃗ = 1

10

(
3a⃗ + 7b⃗

)
=

1
10

{
3
(

3
−2

)
+ 7

(
−1
4

)}
=

1
10

(
2
22

)
=

( 1
5
11
5

)
m⃗ = a⃗ + b⃗

2
=

1
2

{(
3
−2

)
+

(
−1
4

)}
=

1
2

(
2
2

)
=

(
1
1

)

*15 たとえば、線分 OB を m : n に内分する点 Q(q⃗) は，O の位置ベクトルが
−−→
OO = 0⃗ であるから q⃗ = n0⃗ + mb⃗

m + n
=

m
m + n

b⃗ とな

る．この事実は、図を描いても確かめられる．
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C. 外分点の位置ベクトル

直線 AB上の点 Pが AP : PB = m : nであり，線分 ABの・外にあるとき，P

A

P
B

m⃝
n⃝

ｍ＞ｎの時

が線分 ABを m : nに外分 (exterior division)するといった（数学 A，p.118）．

外分の場合は，Aから Pと，Pから Bでは逆向きなので，次のようになる．

位置ベクトルにおける外分の公式

位置ベクトルにおいては

A

P

B

m⃝

n⃝
ｍ＜ｎの時

• AP : PBを m : nに外分する点 Pを考える

• AP : PBを m : (−n)に・内分する点 Pを考える

• AP : PBを (−m) : nに・内分する点 Pを考える

ことは同じことである（ただし，m \= n）．つまり，Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)とするとき

線分 ABを m : nに外分する点を P(p⃗)とすると， p⃗ = −na⃗ + mb⃗
m − n

または p⃗ = na⃗ − mb⃗
−m + n

m > nの時は p⃗ = −na⃗ + mb⃗
m − n

，m < nの時は p⃗ = na⃗ − mb⃗
−m + n

を用いると，分母に負の数が表れない．

（証明）AP : PB = m : nから nAP = mPBであり，
−−→
AP,

−→
PBは平行，向きは・逆になるから

n
−−→
AP = −m

−→
PB または − n

−−→
AP = m

−→
PB となる。これは，内分の公式の証明において，mを −m

に置き換えるか，nを −nに置き換えた場合に一致するので，示された．

【例題 34】 Oを始点として A(a⃗)，B(b⃗)とする．

1. ABを 3 : 5に外分する点 P( p⃗)，7 : 3に外分する点 Q(q⃗)，2 : 3に外分する点 R(⃗r)を a⃗, b⃗で表せ．

2. a⃗ =
(

3
−2

)
, b⃗ =

(
−1
4

)
のとき，1.の p⃗, q⃗, r⃗を成分表示しなさい。

【解答】

1. ABを (−3) : 5に内分した点が Pと考え，p⃗ = 5a⃗ − 3b⃗
−3 + 5

=
5a⃗ − 3b⃗

2

ABを 7 : (−3)に内分した点が Qと考え，q⃗ = −3a⃗ + 7b⃗
7 − 3

=
−3a⃗ + 7b⃗

4

ABを (−2) : 3に内分した点が Rと考え，r⃗ = 3a⃗ − 2b⃗
−2 + 3

= 3a⃗ − 2b⃗

2. p⃗ = 1
2

(
5a⃗ − 3b⃗

)
=

1
2

{
5
(

3
−2

)
− 3

(
−1
4

)}
=

1
2

(
18
−22

)
=

(
9
−11

)
q⃗ = 1

4

(
−3a⃗ + 7b⃗

)
=

1
4

{
−3

(
3
−2

)
+ 7

(
−1
4

)}
=

1
4

(
−16
34

)
=

(−4
17
2

)
p⃗ = 3a⃗ − 2b⃗ = 3

(
3
−2

)
− 2

(
−1
4

)
=

(
11
−14

)
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D. 重心の位置ベクトル

三角形の中線を 3本引くと，三角形の重心で交わり，中線を 2 : 1に内分していた（数学 A p.130）．

三角形の重心

Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)とする．△ABCの重心 G(g⃗)は g⃗ = a⃗ + b⃗ + c⃗
3

となる．

（証明）辺 BCの中点を N(n⃗)とすると，⃗n = b⃗ + c⃗
2
である．重心 Gは線

|

|

|| ||

|||

|||

A

B C

G
2⃝

1⃝

分 ANを 2 : 1に内分するので g⃗ = a⃗ + 2n⃗
2 + 1

=
a⃗ + 2 · b⃗+c⃗

2

3
=

a⃗ + b⃗ + c⃗
3

．

三角形の 3頂点の位置ベクトルの平均だと覚えると良い．

【例題 35】 Oを始点として A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)とし，c⃗ = 4a⃗ + b⃗とする．

1. △ABCの重心 G(g⃗)を a⃗, b⃗で表せ． 2. a⃗ =
(

3
−2

)
, b⃗ =

(
−1
4

)
のとき，g⃗を成分表示しなさい．

【解答】

1. g⃗ = a⃗ + b⃗ + c⃗
3

=
a⃗ + b⃗ + 4a⃗ + b⃗

3
=

5a⃗ + 2b⃗
3

2. g⃗ = 1
3

{
5
(

3
−2

)
+ 2

(
−1
4

)}
=

1
3

(
15 + (−2)
(−10) + 8

)
=

( 13
3
− 2

3

)

E. 位置ベクトルの公式の意味

「位置ベクトル」と「座標」を同一視すると、たとえば、重心の公式は、次のように考えられる。

Oを原点とし、Aの座標 a⃗，Bの座標 b⃗，Cの座標 c⃗とすると △ABCの重心 Gの座標 g⃗は a⃗ + b⃗ + c⃗
3

である。つまり、x, y座標とも（Gの座標）=（Aの座標）+（Bの座標）+（Cの座標）
3

で求められる。

この事実を、次の 暗記で確認しよう。

【 暗記 36：重心・内分点の成分表示】

A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c) について、a⃗ =
(
a1
a2

)
, b⃗ =

(
b1
b2

)
, c⃗ =

(
c1
c2

)
とするとき，△ABC の重心を G(g⃗) について

g⃗ =
 ア
イ

である．また、線分 ABを m : nに内分する点を P( p⃗)とすると、 p⃗ =
 ウ
エ

である．

【解答】 g⃗ = a⃗ + b⃗ + c⃗
3

=
1
3

(
a1 + b1 + c1
a2 + b2 + c2

)
=

 a1+b1+c1
3

a2+b2+c2
3


p⃗ = na⃗ + mb⃗

m + n
=

( na1
m+n
na2
m+n

)
+

 nb1
m+n
nb2
m+n

 =  na1+mb1
m+n

na2+mb2
m+n

 ◀位置ベクトルを座標と見なすと，
この式は数学 II の内分点の公式
に他ならない．
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【練習 37：位置ベクトルの公式のまとめ～その２～】

Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)とする．

(1) 線分 ABを 2 : 1に内分する点 E(⃗e)、4 : 1に・外分する点 F( f⃗ )について、e⃗, f⃗ を a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

(2) △EFCの重心 G(g⃗)を a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

(3) 始点 Oが (0, 0)であり、A(1, 2)、B(−3, 4)、C(5, 0)であるとき、⃗a =
 ア
イ

, b⃗ =
 ウ
エ

, c⃗ =
 オ
カ


を (1)、(2)の結果に代入して e⃗ =

 キ
ク

, f⃗ =
 ケ
コ

, g⃗ =
 サ
シ

を得る。よって、E、F、Gの座標

はそれぞれ E( キ , ク )、F( ケ , コ )、G( サ , シ )となる．

【解答】

(1) e⃗ = 1 · a⃗ + 2 · b⃗
2 + 1

=
a⃗ + 2b⃗

3
、 f⃗ =

(−1) · a⃗ + 4 · b⃗
4 + (−1)

=
−a⃗ + 4b⃗

3
、

(2) (1)の結果から g⃗ =
e⃗ + f⃗ + c⃗

3
=

a⃗+2b⃗
3 +

−a⃗+4b⃗
3 + c⃗

3
=

2b⃗ + c⃗
3

(3) a⃗ =
アイ

(
1
2

)
, b⃗ =

ウエ

(
−3
4

)
, c⃗ =

オカ

(
5
0

)
であるから、これを代入して

e⃗ = a⃗ + 2b⃗
3

=
1
3

{(
1
2

)
+ 2

(
−3
4

)}
=

1
3

(
1 + (−6)

2 + 8

)
=

キク

(− 5
3

10
3

)

f⃗ = −a⃗ + 4b⃗
3

=
1
3

{
−
(
1
2

)
+ 4

(
−3
4

)}
=

1
3

(
−1 + (−12)
−2 + 16

)
=

ケコ

(− 13
3

14
3

)

g⃗ = 2b⃗ + c⃗
3

=
1
3

{
2
(
−3
4

)
+

(
5
0

)}
=

1
3

(
(−6) + 5

8 + 0

)
=

サシ

(− 1
3

8
3

)
よって、E

(
− 5

3
, 10

3

)
、F

(
− 13

3
, 14

3

)
、G

(
− 1

3
, 8

3

)
である。

3. 位置ベクトルとは（２）～幾何ベクトルとの関係

A. 幾何ベクトルにおいて，内分・外分の公式を用いる

幾何ベクトルにおいても，始点をそろえれば，位置ベクトルの公式を用いることができる．

（例）△ABCにおいて，線分 BCを 2 : 1に内分する点を Dとするとき，
−−→
ADを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

【解】Aを始点として内分の公式より
−−→
AD =

−−→
AB + 2

−−→
AC

3
．　　←始点が揃っていればＯＫ

【例題 38】 △ABCにおいて，辺 BCを 3 : 2に内分する点を D，辺 ABの中点をMとする．

1.
−−→
AD，

−−→
AMを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

2. 辺MCを 3 : 4に内分する点を Eとする．
−−→
AEを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

3. 辺MDを 5 : 4に・外分する点を Fとする．
−−→
AFを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

【解答】
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1.
−−→
AD = 2

−−→
AB + 3

−−→
AC

3 + 2
=

2
−−→
AB + 3

−−→
AC

5
，右欄外の図より

−−−→
AM = 1

2
−−→
AB ◀

A

B C

M

D

||

||

3⃝ 2⃝

2.
−−→
AE = 4

−−→
AM + 3

−−→
AC

3 + 4
=

4 · 1
2

−−→
AB + 3

−−→
AC

7
=

2
−−→
AB + 3

−−→
AC

7
3. 5 : (−4)に内分すると考えて
−−→
AF = −4

−−→
AM + 5

−−→
AD

5 + (−4)
= −4 · 1

2
−−→
AB + 5 · 2

−−→
AB + 3

−−→
AC

5
= 3
−−→
AC

B. 幾何ベクトルにおいて，重心の公式を用いる

（例）△ABCの重心を Gとする．
−−→
AGを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

【解】Aを始点として重心の公式より
−−→
AG =

−−→
AA +

−−→
AB +

−−→
AC

3
．
−−→
AA =

−→
0 より，

−−→
AG = 1

3
−−→
AB+ 1

3
−−→
AC

である． 始点が揃っていればＯＫ↑

【例題 39】 △ABCにおいて，辺 AB，ACを 2 : 1に内分する点をそれぞれ D，Eとする．

1.
−−→
AD，

−−→
AEを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ． 2. △ADEの重心を Gとする．

−−→
AGを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

【解答】

1.
−−→
AD = 2

3
−−→
AB，

−−→
AE = 2

3
−−→
AC ◀

A

B C

D E

2⃝

1⃝

2

1

2.
−−→
AG =

−−→
AA +

−−→
AD +

−−→
AE

3
=

−→
0 + 2

3

−−→
AB + 2

3

−−→
AC

3
=

2
9
−−→
AB + 2

9
−−→
AC

C. 幾何ベクトルの問題を位置ベクトルで考える

「ベクトルの差～位置ベクトルへの変換 (p.23)」により幾何ベクトルは位置ベクトルに書き換えられる．

（例）△ABCにおいて，線分 BCを 2 : 1に内分する点を D，線分 ACの中点を Eとするとき，
−−→
DE

を
−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

【解】
−−→
DE =

−−→
AE−

−−→
AD · · · · · · · · 1⃝なので，

−−→
AD，

−−→
AEを求めればよい．Aを始点として内分の公式より

−−→
AD =

−−→
AB + 2

−−→
AC

3
，
−−→
AE = 1

2
−−→
AC，これを 1⃝に代入して

−−→
DE = 1

2
−−→
AC−

−−→
AB + 2

−−→
AC

3
= − 1

3
−−→
AB− 1

6
−−→
AC．

【例題 40】 △ABCにおいて，辺 AB，BC，CAを 2 : 1に内分する点をそれぞれ D，E，Fとする．
−−→
AB = b⃗,

−−→
AC = c⃗とするとき，

−−→
DF，

−→
EFを b⃗，c⃗で表せ．

【解答】
−−→
AD = 2

3
b⃗,
−−→
AE = b⃗ + 2⃗c

3
,
−−→
AF = 1

3
c⃗であるから

−−→
DF =

−−→
AF −

−−→
AD = 1

3
c⃗ − 2

3
b⃗ = − 2

3
b⃗ + 1

3
c⃗ ◀ 1

3
c⃗ − 2

3
b⃗ を答えとしてもよい．
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−→
EF =

−−→
AF −

−−→
AE = 1

3
c⃗ − b⃗ + 2⃗c

3
= − 1

3
b⃗ − 1

3
c⃗

D. 点の「精確な」位置

−−→
OP = 4

−−→
OA + 3

−−→
OB

9
となる Pの精確な位置を求めてみよう．分母を 4 + 3 = 7に変

A B

O

3⃝ 4⃝

7
9

D

P
え

4
−−→
OA + 3

−−→
OB

7
=
−−→
OD とおくと，D は線分 AB を 3 : 4 に内分する点を表している．

これを用いて
−−→
OP = 7

9
· 4
−−→
OA + 3

−−→
OB

7
=

7
9
−−→
ODとなり，右の図のようになる．つまり，

Pは ODを 7 : 2に内分した点とわかる．

【例題 41】 次の P，Qの場所を △OABの中に図示せよ．

A B

O

1.
−−→
OP = 2

−−→
OA +

−−→
OB

8
2.
−−→
OQ = 3

−−→
OA + 5

−−→
OB

10

【解答】

1. 2
−−→
OA +

−−→
OB

3
=
−−→
ODとおくと，Dは辺 ABを 1 : 2に内分した点を表し

−−→
OP = 3

8
· 2
−−→
OA +

−−→
OB

3
=

3
8
−−→
ODとなり，右欄外のように図示できる． ◀

A B

O

1⃝ 2⃝

3
8

D

P

2. 3
−−→
OA + 5

−−→
OB

8
=
−−→
ODとおくと，Dは辺 ABを 5 : 3に内分した点を表し

−−→
OQ = 8

10
· 3
−−→
OA + 5

−−→
OB

8
=

4
5
−−→
ODとなり，右欄外のように図示できる．

◀
A B

O

5⃝ 3⃝

45

D

Q

【 暗記 42：Pの精確な位置と面積比】
−→
PA + 2

−→
PB + 3

−→
PC =

−→
0 になるよう Pを定める．

1.
−−→
APを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ． 2. △BPDの面積を何倍すると，△ABCの面積に等しいか．

【解答】

1. Aを始点にして変形すると ◀
−→
PA = −

−−→
AP,

−→
PB =

−−→
AB−

−−→
AP,

−→
PC =

−−→
AC −

−−→
APを代入する。

（与式）⇔ −
−−→
AP + 2(

−−→
AB −

−−→
AP) + 3(

−−→
AC −

−−→
AP) =

−→
0

⇔ 2
−−→
AB + 3

−−→
AC = 6

−−→
AP ∴

−−→
AP =

2
−−→
AB + 3

−−→
AC

6

2. 2
−−→
AB + 3

−−→
AC

6
=
−−→
ADとおくと，Dは辺 BCを 3 : 2に内分した点を表し

−−→
AP = 5

6
· 2
−−→
AB + 3

−−→
AC

5
となり，Pは右欄外のようになる．よって ◀

B C

A

3⃝ 2⃝

56

D

P

△BPD

底辺は
5
3
倍

=⇒
高さは

6
1
倍

△ABCとなり， 5
3
× 6

1
= 10倍である．
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1A.6 ベクトルの図形への応用

位置ベクトルを用いると，平面図形の性質のいくつかは，以下のように式で表せる．

2点の一致 「C(⃗c)，D(d⃗)が一致」⇐⇒ c⃗ = d⃗，または
−−→
AC =

−−→
AD

2線分の平行 「DE // FG」⇐⇒
−−→
DE = k

−−→
FG

3点が一直線上 「P，Q，Rが一直線上」⇐⇒
−−→
PQ = k

−→
PR

2直線の交点 「AB，CDの交点 P(p⃗)」⇐⇒ p⃗ = (1 − s)a⃗ + sb⃗ = (1 − t)⃗c + td⃗

2直線の垂直 「AB ⊥ CD」⇐⇒
−−→
AB ·

−−→
CD = 0

そのため，平面図形の証明や計算が，ベクトルの計算問題となる可能性がある*16．

1. 応用（１）～「点が一致する」ことの証明

始点を揃えていれば，次のように考えられる．

「点の一致」 ⇐⇒ 「位置ベクトルの一致」

「2点 C(⃗c)，D(d⃗)が一致する」⇒（位置ベクトルの場合）「c⃗ = d⃗」

⇒（Aを始点にした場合）「
−−→
AC =

−−→
AD」

【練習 43：点の一致～その１～】
△ABCにおいて，辺 AB，BC，CAの中点を P，Q，Rとする．△ABCの重心 Gと △PQRの重心 G’が

一致することを示せ．

【解答】 Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)，P( p⃗)，Q(q⃗)，R(⃗r)，G(g⃗)，G’(g⃗′)

とする．このとき，g⃗ = a⃗ + b⃗ + c⃗
3

である． ◀ G は △ABC の重心 (p.26)
一方．辺 AB，BC，CAの中点が P，Q，Rなので

p⃗ = a⃗ + b⃗
2
, q⃗ = b⃗ + c⃗

2
, r⃗ = c⃗ + a⃗

2

であるから，

g⃗′ =
p⃗ + q⃗ + r⃗

3
=

a⃗+b⃗
2 +

b⃗+c⃗
2 +

c⃗+a⃗
2

3
=

a⃗ + b⃗ + c⃗
3

になる．よって，g⃗ = g⃗′ であるから，Gと G’は一致する．

【練習 44：点の一致～その２～】
△OABにおいて，辺 OAを 2 : 1に内分する点を C，辺 OBを 1 : 5に内分する点を D，辺 ABを 1 : 4

に内分する点を Eとする．このとき，線分 CDの中点Mと，線分 OEを 5 : 7に内分する点 Fは一致す

ることを示せ．

*16 この事実は，「空間図形の証明や計算」をするときに，ますます重要となる．というのも，空間図形を図形的に調べることは難

しいが，空間ベクトルは平面ベクトルと同じように計算できてしまう．
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【解答】 CはOAを 2 : 1に内分するから
−−→
OC = 2

3
−−→
OA，同様に

−−→
OD = 1

6
−−→
OB， ◀ O

A B

C

D

M

2⃝

1⃝

1

5||

||−−→
OE = 4

−−→
OA +

−−→
OB

1 + 4
=

4
−−→
OA +

−−→
OB

5
となる．

Mは CDの中点より
−−→
OM =

−−→
OC +

−−→
OD

2
=

2
3

−−→
OA + 1

6

−−→
OB

2
=

4
−−→
OA +

−−→
OB

12
．

Fは OEを 5 : 7に内分する点なので ◀ O

A B
E

F

1⃝ 4⃝

5

7

−−→
OF = 5

12
−−→
OE = 5

12
· 4
−−→
OA +

−−→
OB

5
=

4
−−→
OA +

−−→
OB

12
．

よって，
−−→
OM =

−−→
OFであるからMと Fは一致する．

【練習 45：点の一致～その３～】
四角形 ABCDにおいて，辺 AB，BC，CD，DAの中点をそれぞれ P，Q，R，Sとする．線分 PRの中

点Mと線分 QSの中点 Nが一致することを示せ．

2. 応用（２）～「2直線の平行」「3点が同一直線上」の証明

A. 「2直線の平行」を示すには

2直線が平行であることは，p.11と同じように示せばよい．
「2直線の平行」 ⇐⇒ 「ベクトルの定数倍」

「DE // FG」⇒
−−→
DE = k

−−→
FGとなる実数 kがある

【練習 46：2直線の平行～その１～】

ABCDがあり，辺 ABを 1 : 2に内分した点を E，辺 BCの中点を F，辺 CDを 1 : 5に内分した点

を Gとする．
−−→
AB = x⃗,

−−→
AD = y⃗とするとき，以下の問いに答えよ．

(1)
−−→
DEを x⃗, y⃗で表せ． (2)

−−→
FGを x⃗, y⃗で表し，DE // FGを示せ．

【解答】

(1)
−−→
AE = 1

1 + 2
−−→
AB = 1

3
x⃗より

−−→
DE =

−−→
AE −

−−→
AD = 1

3
x⃗ − y⃗

(2)
−−→
AF =

−−→
AB +

−→
BF = x⃗ + 1

2
y⃗であり， ◀

−−→
AF =

−−→
AB +

−−→
AC

2
に
−−→
AC = x⃗+ y⃗ を

代入して求めてもよい．
−−→
AG =

−−→
AD +

−−→
DG = y⃗ + 5

6
x⃗となるから，

−−→
FG =

−−→
AG −

−−→
AF =

(
5
6

x⃗ + y⃗
)
−

(
x⃗ + 1

2
y⃗
)
= − 1

6
x⃗ + 1

2
y⃗

よって，
−−→
FG = − 1

2
−−→
DEと分かり，DE // FGが示された．
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【練習 47：2直線の平行～その２～】
△ABCがあり，辺 BCの 3等分点を BD = DE = ECとなるようにとる．辺 ABを 3 : 2に内分する点を

P，辺 ACを 2 : 1に外分する点を Qとする．EP // DQを示せ．

【解答】 Aを始点とした位置ベクトルで考える．
−→
EP = p⃗ − e⃗であり，Pは

辺 ABを 3 : 2に内分する点なので p⃗ = 3
5

b⃗，Eは辺 BCを 2 : 1に内分す

る点なので e⃗ = b⃗ + 2c⃗
2 + 1

=
1
3

b⃗ + 2
3

c⃗となる．よって

−→
EP = p⃗ − e⃗ = 3

5
b⃗ −

(
1
3

b⃗ + 2
3

c⃗
)
=

4
15

b⃗ − 2
3

c⃗

同じように，Qは辺 ACを 2 : 1に外分する点なので q⃗ = 2⃗c，Dは辺 BCを

1 : 2に内分する点なので d⃗ = 2b⃗ + c⃗
1 + 2

=
2
3

b⃗ + 1
3

c⃗となるから

−−→
DQ = q⃗ − d⃗ = 2⃗c −

(
2
3

b⃗ + 1
3

c⃗
)
= − 2

3
b⃗ + 5

3
c⃗

つまり，− 5
2
−→
EP = − 5

2

(
4 2

15
b⃗ − 2

3
c⃗
)
= − 2

3
b⃗ + 5

3
c⃗ =
−−→
DQ となっているの ◀ c⃗ の係数から − 5

2
倍になってい

るだろうと予想して計算する（も

し，計算結果が合わなければ，計

算ミスしているということ）．

で，EP // DQである．

【 発 展 48：2直線の平行～その３～】

ABCDがあり，辺 ABを 3 : 1に内分した点を E，辺 DCを a : 1に内分した点を F，△BCDの重心

を Gとする．
−−→
AB = x⃗,

−−→
AD = y⃗とするとき，以下の問いに答えよ．

1
−−→
DE,

−−→
FGをそれぞれ x⃗, y⃗, aで表せ． 2 DE // FGとなるとき，aの値を求めよ．

B. 「3点が同一直線上にある」を示すには

3点 A，B，Cが一直線上にあると A

B

C−−→
ABを拡大

して
−−→
AC

A

C

B−−→
ABを縮小

して
−−→
AC

C

A

B−−→
ABに負数
を掛けて

−−→
AC

どの場合も
−−→
AC = k

−−→
ABと

なる実数 kが
存在する↱

き，線分 AB，ACは向きが同じか逆

向きであり，いずれの場合も
−−→
ABの

定数倍が
−−→
ACになる．そのため，「3

点が同一直線上」は「平行」と同じ

形となり，次のように考えられる*17．

3点が同一直線上

次の 2つの条件は，互いに同値である．

「3点 A，B，Cが同一直線上にある」⇔「
−−→
AB = k

−−→
ACとなる実数 kがある」

Aを始点とした「
−−→
AB = k

−−→
ACとなる実数 k がある」ことを示す代わりに，「

−−→
BA = k

−−→
BCとなる実

数 kがある」など，Bや Cを始点とした場合を示してもよい．

*17 −−→AB //
−−→
AC のように考えていることになる（線分としては「平行」ではなく，AB，AC は「重なっている」）．
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【練習 49：3点が同一直線上～その１～】
△ABC内に，AF : FB = 1 : 2, BD : DC = 3 : 1になるよう F，Dを定めた．辺 ACを 3 : 2に外分する点

Qをとると，F，D，Qが同一直線上に位置することを示せ．

【解答】
−−→
FQ = k

−−→
FDとなる実数 kが存在すればよい． ◀

B C

A

D

F

P

AF : FB = 1 : 2 より
−−→
AF = 1

3
−−→
AB，BD : DC = 3 : 1 より

−−→
AD =

−−→
AB + 3

−−→
AC

4
，辺 ACを 3 : (−2)に内分した Qと考え

−−→
AQ = −2

−−→
AA + 3

−−→
AC

3 + (−2)
=

3
−−→
ACである． ◀ p.25，また，図を描いても分かる．

−−→
FQ =

−−→
AQ −

−−→
AF = 3

−−→
AC − 1

3
−−→
AB

−−→
FD =

−−→
AD −

−−→
AF =

−−→
AB + 3

−−→
AC

4
− 1

3
−−→
AB = 3

4
−−→
AC − 1

12
−−→
AB

であるから，
−−→
FQ = 4

−−→
FDと分かる．よって，F，D，Qは同一直線上にある．

【 発 展 50：3点が同一直線上～その２～】

ABCDがあり，辺 BC，CDを 3 : 2に内分する点をそれぞれ E，Fとする．直線 AB上に
−−→
AP = t

−−→
AB

となるよう Pをとって，E，F，Pが同一直線上にあったとき，tの値を求めよ．

3. 応用（３）～「2直線の交点」－ベクトルを 2通りで表し連立する

A. 比を s : (1 − s)とおく

Pが直線 AB上にあるとき，「Pは AP : PB = s : (1 − s)に内分している · · · · · · · · 1⃝」とおける．
たとえば，Pが直線 AB上のうち「線分 ABを 3 : 5に内分する点」に一致したならば，AP : PB = 3 : 5 =

3
8

: 5
8
となるから， 1⃝において s = 3

8
といえる．

また，「Pが線分 ABを 3 : 5に外分していた」ならば，「Pが線分 ABを (−3) : 5に内分していた」ことと

同じなので AP : PB = (−3) : 5 = − 3
2

: 5
2
となるから， 1⃝において s = − 3

2
だったといえる．

逆に，もし，s = 3
2
だったとしよう．このときは，AP : PB = 3

2
:
(
1 − 3

2

)
= 3 : (−1)である．これは，

線分 ABを 3 : 1に外分した点が Pであることを表している．

【例題 51】 AP : PB = s : (1− s)とする． 　　 へ整数を，（　）へ「内分」「外分」のいずれかを答えよ．

1. s = 1
3
のときは s : (1 − s) = ア : イ となり，Pは線分 ABを ウ : エ に（オ）した点．

2. s = −3のときは s : (1 − s) = カ : キ となり，Pは線分 ABを ク : ケ に（コ）した点．

【解答】

1. s : (1− s) = 1
3

: 2
3
=
（ア）

1 :
（イ）
2 なので，Pは線分 ABを

（ウ）
1 :
（エ）
2

に
（オ）
内分した点．

2. s : (1 − s) =
（カ）
−3 :

（キ）
4 なので，P は線分 AB を

（ク）
3 :

（ケ）
4 に

（コ）
外分した点．
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B. 2線分の交点～係数比較

p.12で学んだように，平面のベクトルを表すには，一次独立な 2つのベクトルで必要かつ十分だった．そ

のため，2線分の交点は「求めるベクトルを 2通りで表して係数比較」して求められる．

（例）△ABCにおいて，辺 ABの中点をM，ACを 3 : 1に内分する点を Nとし，線分 BNと CMの交

点を Pとする．Aを始点とし B(b⃗)，C(⃗c)，P(p⃗)としたとき， p⃗を b⃗, c⃗で表せ．

（解）M(m⃗)，N(n⃗)とすると，m⃗ = 1
2

b⃗，n⃗ = 3
4

c⃗になる． A

B C

1⃝

1⃝

3

1

M
N

P

BP : PN = s : (1 − s)とおくと p⃗ = (1 − s)b⃗ + sn⃗ = (1 − s)b⃗ + 3
4

s⃗c · · · · · · · · 1⃝

CP : PM = t : (1 − t)とおくと p⃗ = (1 − t)⃗c + tm⃗ = 1
2

tb⃗ + (1 − t)⃗c · · · · · · · · 2⃝

b⃗, c⃗は一次独立であるから 1⃝，2⃝は係数が一致して，

 1 − s = 1
2

t · · · · · · · · 3⃝
3
4

s = 1 − t · · · · · · · · 4⃝
となる． 3⃝から t = 2−2s

なので， 4⃝に代入して解くと s = 4
5
を得る．これを 1⃝に代入して p⃗ = 1

5
b⃗ + 3

5
c⃗．

【練習 52：2直線の交点～その１～】
△ABCの辺 ABを 3 : 1に内分する点を M，辺 ACを 2 : 3に内分する点を N，線分 CMと線分 BNの

交点を Pとする．次の に当てはまる数字・式を入れ，
−−→
APを

−−→
AB,

−−→
ACで表せ．

（解）Aを始点とし B(b⃗)，C(⃗c)，M(m⃗)，N(n⃗)，P(p⃗)とすると，m⃗ = ア b⃗, n⃗ = イ c⃗である．

BP : PN = s : (1 − s)とおくと， p⃗は sを用いて p⃗ = ウ b⃗ + エ c⃗ · · · · · · · · 1⃝．

CP : PM = t : (1 − t)とおくと， p⃗は tを用いて p⃗ = オ b⃗ + カ c⃗ · · · · · · · · 2⃝．

b⃗, c⃗は一次独立なので， 1⃝， 2⃝より
 ウ = オ · · · · · · · · 3⃝
エ = カ · · · · · · · · 4⃝

である．これを解き，求めた sまたは

tを 2⃝に代入して p⃗ = キ b⃗ + ク c⃗となるから，
−−→
AP = キ

−−→
AB + ク

−−→
ACである．

【解答】 右欄外の図より，m⃗ =
（ア）

3
4

b⃗, n⃗ =
（イ）

2
5

c⃗である．
◀ A

B C

3⃝

1⃝

2

3M

N

P

BP : PN = s : (1 − s)より

p⃗ = (1 − s)b⃗ + sn⃗ =
（ウ）

(1 − s)b⃗ +
（エ）

2
5

s⃗c · · · · · · 1⃝

また，CP : PM = t : (1 − t)より

p⃗ = (1 − t)⃗c + tm⃗ =
（オ）

3
4

tb⃗ +
（カ）

(1 − t )⃗c · · · · · · 2⃝

b⃗, c⃗は一次独立なので， 1⃝， 2⃝より

 1 − s = 3
4

t · · · · · · 3⃝
2
5

s = 1 − t · · · · · · 4⃝

3⃝より t = 4
3

(1 − s)なので， 4⃝へ代入して

2
5

s = 1 − 4
3

(1 − s)

⇔ 6s = 15 − 20(1 − s) ◀両辺を 15 倍した
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これを解いて s = 5
14
． 2⃝に代入して p⃗ =

（キ）

9
14

b⃗ +
（ク）

1
7

c⃗である． ◀なお，t = 6
7
となる．

以上より，
−−→
AP = 9

14
−−→
AB + 1

7
−−→
ACである． ◀ A が始点なので，b⃗ =

−−→
AB, c⃗ =

−−→
AC, p⃗ =

−−→
AP である．

【練習 53：2直線の交点～その２～】
△ABCの辺 ABを 2 : 3に内分する点をM，辺 ACを 4 : 1に内分する点を N，線分 CMと線分 BNの

交点を Pとする．
−−→
AB = b⃗,

−−→
AC = c⃗とするとき，

−−→
APを b⃗, c⃗で表せ．

【解答】
−−→
AM = m⃗,

−−→
AN = n⃗とおくと，右欄外の図より m⃗ = 2

5
b⃗，n⃗ = 4

5
c⃗． ◀ A

B C

2⃝

3⃝

4

1

M

N
P

BP : PN = s : (1− s)とおくと
−−→
AP = (1− s)b⃗+ sn⃗ = (1− s)b⃗+ 4

5
s⃗c · · · 1⃝．

CP : PM = t : (1 − t)とおくと
−−→
AP = (1 − t)⃗c + tm⃗ = 2

5
tb⃗ + (1 − t)⃗c · · · 2⃝．

b⃗, c⃗は一次独立であるから，

 1 − s = 2
5

t · · · 3⃝
4
5

s = 1 − t · · · 4⃝
となる．

3⃝から t = 5
2
− 5

2
sなので， 4⃝に代入して解くと ◀ 1⃝， 2⃝は係数が一致するので，係

数比較した．4
5

s = 1 −
(

5
2
− 5

2
s
)
⇔ 4

5
s = − 3

2
+

5
2

s

⇔ 8s = −15 + 25s ◀両辺 10 倍した

⇔ −17s = −15 ∴ s = 15
17

を得る．これを 1⃝に代入して
−−→
AP = 2

17
b⃗ + 12

17
c⃗．

【練習 54：平行四辺形】

右図のように， OACBの辺 OA，OBを 2 : 1に内分する点をそれぞれ D，

O A

CB

D

E
P

Eとし，線分 CD上に点 Pがあるとする．また，
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗とおく．

(1) CP : PD = s : (1 − s)とするとき，
−−→
OPを a⃗, b⃗で表せ．

(2) Pが線分 CD，AEの交点であるとき，
−−→
OPを a⃗, b⃗で表せ．

【解答】

(1) Pは線分 CDを s : (1 − s)に内分するので
−−→
OP = (1 − s)

−−→
OC + s

−−→
OD．

ここで，
−−→
OC = a⃗ + b⃗,

−−→
OD = 2

3
a⃗であるから

−−→
OP = (1 − s)(a⃗ + b⃗) + s · 2

3
a⃗

=

(
1 − s + 2

3
s
)

a⃗ + (1 − s)b⃗ =
(
1 − 1

3
s
)

a⃗ + (1 − s)b⃗ · · · · · · 1⃝

(2) AP : PE = t : (1 − t)とおくと ◀『比を s : 1 − s とおく』(p.33)

−−→
OP = (1 − t)

−−→
OA + t

−−→
OE · · · · · · 2⃝

= (1 − t)a⃗ + t · 2
3

b⃗ = (1 − t)a⃗ + 2
3

tb⃗ · · · · · · 3⃝

Pは線分 CD，AEの交点であるから 1⃝， 3⃝は一致する．a⃗, b⃗は一次独
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立であるから

 1 − 1
3

s = 1 − t · · · · · · · · 4⃝

1 − s = 2
3

t · · · · · · · · 5⃝
となる．

4⃝より t = 1
3

sであるから， 5⃝に代入して解くと s = 9
11
．

これを 1⃝に代入して
−−→
OP =

8
11

a⃗ + 2
11

b⃗

C. 「メネラウスの定理」による別解

p.34の問題は，「メネラウスの定理」（数学 A）を用いて，次のように解くことができる．

このやり方は大変便利だが，空間のベクトルにおいて使うことが困難になる．係数比較のやり方

も身につけるようにしよう．

（例）△ABCにおいて，辺 ABの中点をM，ACを 3 : 1に内分する点を Nとし，線分 BNと CMの交

点を Pとする．Aを始点とし B(b⃗)，C(⃗c)，P(p⃗)としたとき， p⃗を b⃗, c⃗で表せ．

（解）△ABNと直線MCについて，メネラウスの定理より
A

B C

1⃝

1⃝

3

1

M
N

P

AM
MB

· BP
PN
· NC

CA
= 1 ⇔ 1

1
· BP

PN
· 1

4
= 1 ⇔ BP

PN
=

4
1

よって，BP : PN = 4 : 1となり，N(n⃗)とすると p⃗ = 1b⃗ + 4n⃗
4 + 1

=
1
5

b⃗ + 4
5

n⃗．ここに n⃗ = 3
4

c⃗を代入して

p⃗ = 1
5

b⃗ + 3
5

c⃗を得る．

【練習 55：2直線の交点～その２～】
△ABCの辺 ABを 3 : 1に内分する点を M，辺 ACを 2 : 3に内分する点を N，線分 CMと線分 BNの

交点を Pとする．次の に当てはまる数字・式を入れ，
−−→
APを

−−→
AB,

−−→
ACで表せ．

（解）△ABNと直線 ア について，メネラウスの定理より
イ

ウ

· BP
PN
·
エ

オ

= 1

これを解いて
BP
PN
= カ となり，BP : PN = キ : ク となる．

これより，
−−→
AP = ケ

−−→
AB + コ

−−→
ACを得る．

【解答】 △ABNと直線
（ア）

MC について，メネラウスの定理より

（イ）
AM

（ウ）
MB ·

BP
PN
· （エ）

NC

（オ）
CA = 1⇔ 3

1
· BP

PN
· 3

5
= 1 ◀イ : 3，ウ : 1，エ : 3，オ : 5 でも

よい
A

B C

3⃝

1⃝

2

3M

N

P

⇔ BP
PN
=

（カ）

5
9

BP : PN =
（キ）

5 :
（ク）
9 となり，

−−→
AP = 9

−−→
AB + 5

−−→
AN

5 + 9
=

9
14
−−→
AB+ 5

14
−−→
AN．こ

こに
−−→
AN = 2

5
−−→
ACを代入して

−−→
AP =

（ケ）

9
14
−−→
AB +

（コ）

1
7
−−→
ACを得る．
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4. 応用（４）～「2直線の垂直」の証明

2直線・線分の垂直を証明するには，内積を計算して 0になることを示せばよい（14）．

【練習 56：2直線の垂直～その１～】

△OABがあり，
−−→
OA =

√
3,
−−→
OB =

√
2,
−−→
OA ·

−−→
OB = 1とする．辺 ABを 2 : 1に内分する点を Cとす

るとき，OC ⊥ ABを示せ．

【解答】
−−→
OC ·

−−→
AB = 0を示せばよい．

Cは ABを 2 : 1に内分するので
−−→
OC =

−−→
OA + 2

−−→
OB

2 + 1
であるから

−−→
OC ·

−−→
AB =

−−→
OA + 2

−−→
OB

3
·
(−−→
OB −

−−→
OA

)
=

1
3

(−−→
OA ·

−−→
OB −

−−→
OA

2
+ 2
−−→
OB

2
− 2
−−→
OB ·

−−→
OA

)
◀『内積を掛け算のように扱う』

(p.18)

=
1
3

(1 − 3 + 2 · 2 − 2 · 1) = 0

よって，OC ⊥ ABが示された．

【練習 57：2直線の垂直～その２～】
∠O = 90◦ の直角二等辺三角形 OABがあり，辺 OAを 2 : 3に内分する点を D，辺 OBを 1 : 4に内分す

る点を E，辺 ABの中点をMとする．このとき，DM ⊥ AEを示せ．

【解答】
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗ とする．△OAB が直角二等辺三角形なので，

a⃗ = b⃗ · · · · · · · · 1⃝, a⃗ · b⃗ = 0 · · · · · · · · 2⃝である．ここで
−−→
DM =

−−→
OM −

−−→
OD = a⃗ + b⃗

2
− 2

5
a⃗ = 1

10
a⃗ + 1

2
b⃗

−−→
AE =

−−→
OE −

−−→
OA = 1

5
b⃗ − a⃗

ここで 1⃝， 2⃝より
−−→
DM ·

−−→
AE =

(
1
10

a⃗ + 1
2

b⃗
)
·
(

1
5

b⃗ − a⃗
)

◀ 1⃝より a⃗ · b⃗ の項は不要

=
1
10

b⃗
2 − 1

10
a⃗

2
= 0 ◀ 2⃝を利用した

よって，DM ⊥ AEが示された．

【 暗記 58：垂線が 1点で交わることの証明】
△ABCがあり，BH ⊥ CA, CH ⊥ ABとする．このとき，AH ⊥ BCを示せ．

【解答】
−−→
AB = b⃗,

−−→
AC = c⃗,

−−→
AH = h⃗とする．

BH ⊥ CAであり，
−−→
BH = h⃗ − b⃗,

−−→
CA = −c⃗より

−−→
BH ·

−−→
CA = 0 ⇔ (h⃗ − b⃗) · (−c⃗) = 0

⇔ −h⃗ · c⃗ + b⃗ · c⃗ = 0 ∴ b⃗ · c⃗ = h⃗ · c⃗ · · · · · · · · 1⃝
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また，CH ⊥ BAであるから
−−→
CH ·

−−→
AB = 0 ⇔ (h⃗ − c⃗) · b⃗ = 0

⇔ h⃗ · b⃗ − c⃗ · b⃗ = 0 ∴ b⃗ · c⃗ = h⃗ · b⃗ · · · · · · · · 2⃝

ここで，
−−→
AH ·

−−→
BC = h⃗ · (⃗c − b⃗) = h⃗ · c⃗ − h⃗ · b⃗であるが， 1⃝， 2⃝より

−−→
AH ·

−−→
BC = b⃗ · c⃗ − b⃗ · c⃗ = 0

よって，AH ⊥ BCが示された．

5. 応用（５）～三角形の面積

ベクトルを用いた三角形の面積

△OABの面積は次のように計算できる．

(1) （成分表示使わない）△OAB = 1
2

√
−−→
OA

2 −−→
OB

2
−

(−−→
OA ·

−−→
OB

)2

(2) （成分表示使う）
−−→
OA =

(
a1
a2

)
,
−−→
OB =

(
b1
b2

)
のとき，△OAB = 1

2
a1b2 − a2b1

（証明）(1)三角形の面積の公式より △OAB = 1
2
−−→
OA

−−→
OB sin ∠AOBであり

sin ∠AOB =
√

1 − cos2 ∠AOB =

√
1 −

 −−→OA ·
−−→
OB

−−→
OA

−−→
OB

2

=

√
1 − (

−−→
OA ·

−−→
OB)2

−−→
OA

2 −−→
OB

2 であるから

△OAB = 1
2
−−→
OA

−−→
OB

√√
1 − (

−−→
OA ·

−−→
OB)2

−−→
OA

2 −−→
OB

2 =
1
2

√√
−−→
OA

2 −−→
OB

2
1 − (

−−→
OA ·

−−→
OB)2

−−→
OA

2 −−→
OB

2


=

1
2

√
−−→
OA

2 −−→
OB

2
−

(−−→
OA ·

−−→
OB

)2

(2)
−−→
OA ·

−−→
OB = a1b1 + a2b2,

−−→
OA

2
= a2

1 + a2
2,
−−→
OB

2
= b2

1 + b2
2 を代入して

△OAB = 1
2

√
(a2

1 + a2
2)(b2

1 + b2
2) − (a1b1 + a2b2)2

=
1
2

√
a2

1b2
1 + a2

1b2
2 + a2

2b2
1 + a2

2b2
2 − (a2

1b1
1 + 2a1b1a2b2 + a2

2b2
2)

=
1
2

√
a2

1b2
2 − 2a1b1a2b2 + a2

2b2
1 =

1
2

√
(a1b2 − a2b1)2 =

1
2

a1b2 − a2b1

【例題 59】

1.
−−→
OA = 3,

−−→
OB = 2,

−−→
OA ·

−−→
OB = 4のとき，△OABの面積を求めよ．

2. O(0, 0)，A(2, 1)，B(−3, 2)のとき，△OABの面積を求めよ．

3. M(1, 2)，A(3, 4)，B(4,−3)のとき，△MABの面積を求めよ．

【解答】

1. △OAB = 1
2

√
32 · 22 − 42 =

1
2
√

20 =
√

5 ◀『三角形の面積 (1)』(p.38)

2. △OAB = 1
2

2 · 2 − 1 · (−3) = 1
2

7 = 7
2

◀『三角形の面積 (2)』(p.38)
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3.
−−→
MA =

(
2
2

)
,
−−→
MB =

(
3
−5

)
であるから，△MAB = 1

2
2 · (−5) − 2 · 3 =

1
2
−16 = 8

6. 三角形の五心と位置ベクトル

A. 重心

p.26で学んだように，△ABCの重心 Gは g⃗ = a⃗ + b⃗ + c⃗
3

であった．

B. 内心

内心の位置ベクトルを求めるには，まず「角の二等分線の公式」（数学 A）を用いて比を求める．

【 暗記 60：内心】

△ABCの内心を Iとする．AB = 5, BC = 8, CA = 7のとき，
−→
AIを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

【解答】 直線 AIと辺 BCの交点を Dとする．

角の二等分線の公式より BD : DC = AB : AC = 5 : 7 · · · · · · · · 1⃝
さらに，角の二等分線の公式より AI : ID = AB : BD = 5 : BD · · · · · · · · 2⃝
1⃝より BD = 5

5 + 7
BC = 5

12
· 8 = 10

3
であるから， 2⃝に代入して

AI : ID = 5 : 10
3
= 3 : 2 · · · · · · · · 3⃝．以上から

−→
AI = 3

3 + 2
−−→
AD

=
3
5
· 7
−−→
AB + 5

−−→
AC

5 + 7
=

7
−−→
AB + 5

−−→
AC

20

C. 外心

三角形の外心は 3辺の垂直二等分線の交点であり，外接円の中心であるから，以下の条件が成り立つ．
三角形の外心とベクトル

△ABCの外心を Rとしたとき，以下が成立する．

(1) Rは 3辺の垂直二等分線の交点であるから，辺 AB，BC，CAの中点 L，M，Nについて

RL ⊥ AB であるから
−−→
RL ·

−−→
AB = 0，RM ⊥ BC であるから

−−→
RM ·

−−→
BC = 0，RN ⊥ CA であるから

−−→
RN ·

−−→
CA = 0（2つが成立すれば，3つ目も成り立つ）．

(2) Rは外接円の中心になるから，
−−→
RA =

−−→
RB =

−−→
RC

【練習 61：外心】

AB = 5, AC = 6, ∠A = 60◦ である △ABCの外心を Rとする．
−−→
AB = b⃗,

−−→
AC = c⃗,

−−→
AR = r⃗ とするとき，r⃗

を b⃗, c⃗で表せ．
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【解答】 r⃗ = sb⃗ + t⃗cとおく（s, tは実数）．辺 AB，ACの中点をM，Nと

すると Rは外心であるから，

RM ⊥ AB ⇔
−−→
RM ·

−−→
AB = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

RN ⊥ AC ⇔
−−→
RN ·

−−→
AC = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

が成り立つ．ここで 1⃝について
−−→
RM ·

−−→
AB = (

−−→
AM − r⃗) · b⃗

=

(
1
2

b⃗ − sb⃗ − t⃗c
)
· b⃗ ◀M は AB の中点なので

−−→
AM =

1
2
−−→
AB = 1

2
b⃗．また，r⃗ = sb⃗ + t⃗c

も代入．=

(
1
2
− s

)
b⃗

2 − tb⃗ · c⃗

ここで，b⃗ · c⃗ = 5 · 6 · cos 60◦ = 15, b⃗ = 5より

1⃝ ⇔ 25
(

1
2
− s

)
− 15t = 0 ⇔ 5

2
= 5s + 3t · · · · · · · · 3⃝

一方， 2⃝について b⃗ · c⃗ = 15, c⃗ = 6より
−−→
RN ·

−−→
AC = (

−−→
AN − r⃗) · c⃗

=

(
1
2

c⃗ − sb⃗ − t⃗c
)
· c⃗ ◀ N は AC の中点なので

−−→
AN =

1
2

c⃗．

=

(
1
2
− t

)
c⃗

2 − sb⃗ · c⃗

=

(
1
2
− t

)
· 36 − 15s = 18 − 36t − 15s

よって， 2⃝⇔ 18 − 36t − 15s = 0⇔ 5s + 12t = 6である．

これと 3⃝を連立して (s, t) =
(

4
15
, 7

18

)
であるから，h⃗ = 4

15
b⃗ + 7

18
c⃗．

D. 垂心

p.37で示したように，三角形の 3本の垂線は 1点で交わる．

垂心の位置ベクトルを求めるには，内積を利用する．

【練習 62：垂心】

AB = 5, AC = 6, ∠A = 60◦ である △ABCの垂心を Hとする．
−−→
AB = b⃗,

−−→
AC = c⃗,

−−→
AH = h⃗とするとき，h⃗

を b⃗, c⃗で表せ．

【解答】 h⃗ = sb⃗ + t⃗cとおく（s, tは実数）．Hは垂心であるから

BH ⊥ AC ⇔
−−→
BH ·

−−→
AC = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

CH ⊥ AB ⇔
−−→
CH ·

−−→
AB = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

である．まず， 1⃝について
−−→
BH ·

−−→
AC = (h⃗ − b⃗) · c⃗
= (sb⃗ + t⃗c − b⃗) · c⃗ ◀ h⃗ = sb⃗ + t⃗c を代入した

= (s − 1)b⃗ · c⃗ + t c⃗
2
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ここで，b⃗ · c⃗ = 5 · 6 · cos 60◦ = 15, c⃗ = 6より

1⃝ ⇔ (s − 1) · 15 + t · 62 = 0 ⇔ 5s + 12t = 5 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3⃝

一方， 2⃝について b⃗ · c⃗ = 15, b⃗ = 5より
−−→
CH ·

−−→
AB = (h⃗ − c⃗) · b⃗
= (sb⃗ + t⃗c − c⃗) · b⃗

= s b⃗
2
+ (t − 1)b⃗ · c⃗

= s · 25 + (t − 1) · 15 ◀ b⃗ · c⃗ = 15, b⃗ = 5 を代入した

よって 2⃝⇔ 25s + 15(t − 1) = 0⇔ 5s + 3t = 3である．

これと 3⃝を連立して (s, t) =
(

7
15
, 2

9

)
であるから，h⃗ = 7

15
b⃗ + 2

9
c⃗．

E. 傍心

傍心の位置ベクトルを求めるには，まず「角の二等分線の公式」（数学 A）の外角の場合を利用すること

になり，内心の場合（p.39）と同様である．

【練習 63：傍心】

△ABCの傍心のうち，∠Aの二等分線上にあるものを Iとする．AB = 5, BC = 7, CA = 8のとき，
−→
AIを

−−→
AB，

−−→
ACで表せ．

【解答】 ∠Aの二等分線と辺 BCの交点を Dとおく．角の二等分線の公式

より，BD : DC = AB : AC = 5 : 8であるから，BD = 5
5 + 8

BC = 35
13
．

また，△BADについて，BIは ∠Bの外角の二等分線であるから，外角の

二等分線の公式より AI : ID = BA : BD = 5 : 35
13
= 13 : 7である．

これより，AI : AD = 13 : 6である．よって
−→
AI = 13

6
−−→
AD

=
13
6
· 8
−−→
AB + 5

−−→
AC

5 + 8
=

8b⃗ + 5c⃗
6
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1A.7 ベクトル方程式

ベクトルを用い，直線や円を表した式をベクトル方程式 (vector equation)と言う．

1. 直線のベクトル方程式（１）～ 1点と方向が与えられた直線

A. ベクトルを用いて直線を表す

Aを通り d⃗ に平行な直線を lとする．この直線 l上の点 Pは，必ず
−−→
AP = td⃗ を満たす実 A

P

l
d⃗

x

y

O

数 tを持つ．この式を，A(a⃗)，P(p⃗)として位置ベクトルで書き換えると
−−→
AP = td⃗ ⇔ p⃗ − a⃗ = td⃗ ⇔ p⃗ = a⃗ + td⃗

最後の式 p⃗ = a⃗ + td⃗を「直線 lのベクトル方程式」と呼び，次のようにまとめられる．
直線のベクトル方程式～その１～

A(a⃗)を通り d⃗に平行な直線 lがあるとき，直線上の点 P( p⃗)は必ず p⃗ = a⃗ + td⃗（tは実数）を満たし，逆

も正しい．この p⃗ = a⃗ + td⃗を，直線 lのベクトル方程式といい，tを媒介変数 (parameter)，d⃗を方向ベ

クトルという．

B. ベクトル方程式を成分表示する

上の例では，A(3, 4)であり d⃗ =
(
1
2

)
である．そこで，a⃗ =

(
3
4

)
, d⃗ =

(
1
2

)
を p⃗ = a⃗ + td⃗に代入すると

p⃗ =
(
3
4

)
+ t

(
1
2

)
=

(
3 + t
4 + 2t

)
⇒ p⃗ =

(
x
y

)
とおくと

x = 3 + t
y = 4 + 2t

となる．これは，直線 lのベクトル方程式の成分表示と呼ばれる．

上の事実から，「Pが直線 l上にある」ことを「P(3 + t, 4 + 2t)と表せる」と言い換えても良い．

C. これまでの「直線の方程式」との関係

上の lの式

x = 3 + t · · · · · · · · 1⃝
y = 4 + 2t · · · · · · · · 2⃝ から媒介変数 tを消去しよう． 1⃝から t = x − 3となり 2⃝へ代入し

y = 4 + 2(x − 3) ⇔ y = 2x − 2 ←傾き２，切片－２の「直線の方程式」になっている

改めて右上の図を見ると，lは傾き 2，切片 −2の直線である．これは上の式と一致する．

【例題 64】 (2, 2)を通り d⃗1 =

(
−1
2

)
を方向ベクトルにもつ直線 l1，(−1,−3)を通り d⃗2 =

(
3
−1

)
を方向ベ

クトルにもつ直線 l2 について以下の問いに答えよ．

1. 直線 l1, l2 のベクトル方程式を，媒介変数 tを用い，成分表示によって答えよ．

2. 1.で求めた直線 l1, l2 のベクトル方程式から tを消去し，x, yで表された方程式を答えよ．

【解答】
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1. l1：
(
x
y

)
=

(
2
2

)
+ t

(
−1
2

)
より

x = 2 − t
y = 2 + 2t

l2：
(
x
y

)
=

(
−1
−3

)
+ t

(
3
−1

)
より

x = −1 + 3t
y = −3 − t

2. l1：t = 2 − xを代入して y = 2 + 2(2 − x)，よって y = −2x + 6 ◀ 2x + y − 6 = 0 でもよい

l2：t = −y − 3 を代入して x = −1 + 3(−y − 3) = −3y − 10，よって

x + 3y + 10 = 0 ◀ x + 3y = −10 でもよい

2. 直線のベクトル方程式（２）～ 2点が与えられた直線

A. 2点を通る直線のベクトル方程式

「直線 AB上に Pがあること」は，「AP : PB = t : (1 − t)であり，内分・外分の公

A

B

l

P
x

y

O

式が使える」ことと同じだった．つまり，A(a⃗)，B(b⃗)，P( p⃗)とすると

AP : PB = t : (1 − t) ⇒ p⃗ = (1 − t)a⃗ + tb⃗

となる．この p⃗ = (1 − t)a⃗ + tb⃗を「直線 ABのベクトル方程式」と呼ぶ．

B. 成分表示・直線の方程式

上の例では，A(1,−2)，B(3, 4)であるから，a⃗ =
(

1
−2

)
, b⃗ =

(
3
4

)
を代入して，成分表示が得られる．

p⃗ = (1 − t)
(

1
−2

)
+ t

(
3
4

)
=

(
1 + 2t
−2 + 6t

)
⇒ p⃗ =

(
x
y

)
とおくと

x = 1 + 2t · · · · · · · · 1⃝
y = −2 + 6t · · · · · · · · 2⃝

また， 1⃝から 2t = x − 1なので 2⃝に代入して，これまで通りの「直線の方程式」を得る．
y = −2 + 3 · 2t = −2 + 3(x − 1) = 3x − 5 · · · · · · · · 3⃝

【例題 65】 C(2, 4)，D(3,−1)，P(−2,−5)，Q(4,−3)について次の問いに答えなさい．

1. 直線 CD，直線 PQの方程式を，媒介変数 tを用い，成分表示によって答えよ．

2. 1.で求めた直線 PQ，直線 PQのベクトル方程式から tを消去し，x, yで表された方程式を答えよ．

【解答】

1. CD：
(
x
y

)
= (1 − t)

(
2
4

)
+ t

(
3
−1

)
=

(
2 + t
4 − 5t

)
より，

x = 2 + t
y = 4 − 5t

PQ：
(
x
y

)
= (1 − t)

(
−2
−5

)
+ t

(
4
−3

)
=

(
−2 + 6t
−5 + 2t

)
より，

x = −2 + 6t
y = −5 + 2t

2. CD：t = x − 2を代入して y = 4 − 5(x − 2)より y = −5x + 14．
PQ：2t = y + 5を代入して x = −2 + 3 · 2t = −2 + 3(y + 5) = 3y + 13よ

り x − 3y − 13 = 0．

C. 線分 AB

p⃗ = (1− t)a⃗+ tb⃗を 1− t = sとおいた式 p⃗ = sa⃗+ tb⃗ (s+ t = 1)も用いられ，次ページのように応用される．

このとき，AP : PB = t : sとなり，特に「Pは線分 ABの外分⇔ s < 0または t < 0」となる．言い換える

と，0 ≦ s, 0 ≦ tならば Pは・線・分AB上を動く．
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直線のベクトル方程式～その２～

2点 A(a⃗)，B(b⃗)を通る直線 AB上の点 P( p⃗)は，AP : PB = t : (1 − t)とおいて次の 2式を満たす．

p⃗ = (1 − t)a⃗ + tb⃗, p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (s + t = 1)

これを，
・
直
・
線ABのベクトル方程式という．

さらに，条件を付け加えて p⃗ = sa⃗+ tb⃗ (s+ t = 1, 0 ≦ s, 0 ≦ t)とすると，これは・線・分ABを表している．

D. ベクトル方程式の「曖昧さ」

直線 ABのベクトル方程式は，AP : PB = (1 − t) : tとおいても得られる．このときは p⃗ = ta⃗ + (1 − t)b⃗と

なり，形が異なる．さらに，a⃗ =
(

1
−2

)
, b⃗ =

(
3
4

)
を代入すると

p⃗ = t
(

1
−2

)
+ (1 − t)

(
3
4

)
=

(
t
−2t

)
+

(
3 − 3t
4 − 4t

)
=

(
3 − 2t
4 − 6t

)
⇒ p⃗ =

(
x
y

)
とおくと

x = 3 − 2t · · · · · · · · 1⃝
y = 4 − 6t · · · · · · · · 2⃝

となって，上の 1⃝， 2⃝とは違う媒介変数表示になってしまう．
最後に， 1⃝， 2⃝から媒介変数 tを消去してみよう． 1⃝から 2t = 3 − xなので 2⃝へ代入して
y = 4 − 3 · 2t = 4 − 3(3 − x) = 4 − 9 + 3x = 3x − 5

これは 3⃝に一致する．つまり， 1⃝， 2⃝も正しいベクトル方程式であることが確認できる．
このように，ベクトル方程式は一つに定まるとは限らないので注意しよう*18．

E. p⃗ = a⃗ + td⃗と p⃗ = (1 − t)a⃗ + tb⃗の関係

「直線 lの・方・程・式は何か？」という問には，直線 lが「Aを通り線分 ABに平行な直線」と考えれば，次の

ベクトル方程式で答えられる．

「直線 l上の点 Pは，
−−→
AP = t

−−→
ABを満たし，逆も正しい．」

ここで，A(a⃗)，B(b⃗)，P(p⃗)とおき，位置ベクトルを用いて書き換えると
−−→
AP = t

−−→
AB⇔ p⃗ − a⃗ = t(b⃗ − a⃗)

⇔ p⃗ = tb⃗ − ta⃗ + a⃗ = (1 − t)a⃗ + tb⃗

3. 直線のベクトル方程式（３）～ 1点と法線ベクトル

A. 法線ベクトルとは何か

右のように，n⃗ が直線 l と垂直なとき，n⃗ は l の法線ベクトル (normal

A

l

n⃗

ｍの法線
ベクトル

x

y

O

vector) と言われる．

右図の直線 lは，「Aを通り法線ベクトル n⃗をもつ直線」である．

B. 1点と法線ベクトルが与えられた直線の方程式

右上の直線 l上の点 Pを考える．この Pは，l上のどこにあっても
−−→
AP · n⃗ = 0を満たしている．この式を，

A(a⃗)，P( p⃗)として位置ベクトルで書き換えると
−−→
AP · n⃗ = 0 ⇔ ( p⃗ − a⃗) · n⃗ = 0 ⇔ p⃗ · n⃗ = a⃗ · n⃗

*18 特に，問題集などにおいて解答とは違う式であっても，媒介変数 t を消去して同じ式になれば，正しいと言える．
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最後の 2式 (p⃗ − a⃗) · n⃗ = 0, p⃗ · n⃗ = a⃗ · n⃗はどちらも「直線 lのベクトル方程式」と呼ばれる．
直線のベクトル方程式～その３～

A(a⃗)を通り，n⃗が法線ベクトルである直線 l上の点 P( p⃗)は次の 2式を満たし，逆も正しい．

(p⃗ − a⃗) · n⃗ = 0, p⃗ · n⃗ = a⃗ · n⃗

これらを，直線 lのベクトル方程式という．

C. これまでの「直線の方程式」との関係

上の例では，A(2, 1)であり n⃗ =
(
−4
3

)
である．そこで，p⃗ =

(
x
y

)
とおき，a⃗ =

(
2
1

)
, n⃗ =

(
−4
3

)
を代入すると，

これまでのような「直線の方程式」が得られる．

p⃗ · n⃗ = a⃗ · n⃗ ⇔ x · (−4) + y · 3 = 2 · (−4) + 1 · 3 ⇔ − 4x + 3y = −5

【例題 66】 (4, 1)を通り n⃗1 =

(
−3
2

)
を法線ベクトルにもつ直線 l1，(−2,−1)を通り n⃗2 =

(
5
3

)
を法線ベク

トルにもつ直線 l2 について，直線 l1, l2 の方程式をそれぞれ答えよ．

【解答】 l1： p⃗ =
(
x
y

)
, a⃗ =

(
4
1

)
, n⃗1 =

(
−3
2

)
を p⃗ · n⃗ = a⃗ · n⃗ に代入して，

−3x + 2y = −10．

l2：p⃗ =
(
x
y

)
, a⃗ =

(
−2
−1

)
, n⃗1 =

(
5
3

)
を p⃗ · n⃗ = a⃗ · n⃗に代入して，5x + 3y = −13．

4. 一次結合 p⃗ = sa⃗ + tb⃗によるPの存在範囲

A. （１）直線・線分になる場合

sa⃗ = 1
2

s · 2a⃗, tb⃗ = 1
2

t · 2b⃗のような変形を用い， p⃗ = sa⃗ + tb⃗による Pの存在範囲を考えてみよう．

（例）始点を Oとした位置ベクトル A(a⃗)，B(b⃗)，P(p⃗)について p⃗ = sa⃗ + tb⃗（s + t = 2）となるよう

Pが動くとき，Pの存在範囲を求めよ．

（解） p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (s + t = 2) ⇔ p⃗ = 1
2

s · 2a⃗ + 1
2

t · 2b⃗
(

1
2

s + 1
2

t = 1
)

であるから，これは，位置ベクトル 2a⃗, 2b⃗が表す 2点（これを A’，B’と

おく）を通る直線のベクトル方程式になっている．

a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OBであるから，

−−→
OA’ = 2

−−→
OA,

−−−→
OB’ = 2

−−→
OBなので A’，B’は右

のようになり，Pの軌跡は直線 A’B’になる．

O

A B
A’ B’

1⃝
2⃝ 1

2

上の（例）において，0 ≦ s, 0 ≦ t という条件を付け加えると，結果は・線・分A’B’ になる．なぜなら，

0 ≦ 1
2

s, 0 ≦ 1
2

tが成り立つからである．
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【練習 67：Pの存在範囲～その１～】

始点を Oとした位置ベクトル A(a⃗)，B(b⃗)，P( p⃗)について， p⃗ = sa⃗ + tb⃗とする．s, t が次の条件を満た

すとき，Pの存在範囲を図示せよ．

(1) s + t = 3 (2) s + t = 4, 0 ≦ s, 0 ≦ t (3) s + 3t = 1 (4) 2s + 3t = 6, 0 ≦ s, 0 ≦ t

【解答】

(1) p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (s + t = 3) ⇔ p⃗ = 1
3

s · 3a⃗ + 1
3

t · 3b⃗
(

1
3

s + 1
3

t = 1
)

◀ s + t = 3 の両辺を 3 で割った

であるから，これは位置ベクトル 3a⃗, 3b⃗が表す 2点（これを A’，B’と

おく）を通る直線のベクトル方程式になっている．

a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OBであるから，

−−→
OA’ = 3

−−→
OA,

−−−→
OB’ = 3

−−→
OBなので存在範

囲は右欄外の直線 A’B’になる． ◀

O

A B

A’ B’

1⃝
3⃝

1

3

(2) p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (s + t = 4, 0 ≦ s, 0 ≦ t)

⇔ p⃗ = 1
4

s · 4a⃗ + 1
4

t · 4b⃗
(

1
4

s + 1
4

t = 1, 0 ≦ 1
4

s, 0 ≦ 1
4

t
)

◀ s + t = 4 の両辺を 4 で割った

であるから，これは位置ベクトル 4a⃗, 4b⃗が表す 2点（これを A’，B’と

おく）を通る線分のベクトル方程式になっている．
−−→
OA’ = 4

−−→
OA,

−−−→
OB’ = 4

−−→
OBより存在範囲は右欄外の線分 A’B’になる． ◀

O

A B

A’ B’

1⃝
4⃝

1

4

(3) p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (s + 3t = 1)

⇔ p⃗ = s · a⃗ + 3t · 1
3

b⃗ (s + 3t = 1)

であるから，これは位置ベクトル a⃗, 1
3

b⃗ が表す 2 点（これを A’，B’

とおく）を通る直線のベクトル方程式になっている．
−−→
OA’ =

−−→
OA,

−−−→
OB’ = 1

3
−−→
OBなので，A’は Aに一致し，Pの軌跡は右欄外

図の直線 AB’になる． ◀

O

A B

B’
3

1

(4) 2s + 3t = 6⇔ 1
3

s + 1
2

t = 1を用い，与えられた条件は ◀ 2s + 3t = 6 の両辺を 6 で割った

p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (2s + 3t = 6, 0 ≦ s, 0 ≦ t)

⇔ p⃗ = 1
3

s · 3a⃗ + 1
2

t · 2b⃗
(

1
3

s + 1
2

t = 1, 0 ≦ 1
3

s, 0 ≦ 1
2

t
)

となり，これは位置ベクトル 3a⃗, 2b⃗が表す 2点（これを A’，B’とお

く）を通る線分のベクトル方程式になっている．
−−→
OA’ = 3

−−→
OA,

−−−→
OB’ = 2

−−→
OBなので存在範囲は右欄外の線分 A’B’になる．

◀

O

A B

A’

B’

1⃝
3⃝

1 2
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B. （２）領域になる場合

以上の議論をまとめると，⃗p = sa⃗+ tb⃗（s+ t ≦ 1, 0 ≦ s, 0 ≦ t）となる Pの存在範囲は，△OABの内部及び
O

A B

A’ B’

1⃝
k⃝

1
k

O

A B

周である．なぜなら，これは，⃗p = sa⃗+ tb⃗ (s+ t = k, 0 ≦ s, 0 ≦ t, 0 ≦ k ≦ 1)

を満たす Pの存在範囲であり，それぞれの kについて

p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (s + t = k, 0 ≦ s, 0 ≦ t)

⇔ p⃗ = 1
k

s · ka⃗ + 1
k

t · kb⃗
(

1
k

s + 1
k

t = 1, 0 ≦ 1
k

s, 0 ≦ 1
k

t
)

より，
−−→
OA’ = ka⃗ = k

−−→
OA,

−−−→
OB’ = kb⃗ = k

−−→
OBとおくと，線分 A’B’が Pの存

在範囲になっている．

線分 A’B’を 0 ≦ k ≦ 1の範囲で動かした跡を考えれば，Pの存在範囲は

△OABの内部及び周である．

【 発 展 68：Pの存在範囲～その２～】

△OABに対し， p⃗ = sa⃗ + tb⃗とする．s, tが次の条件を満たすとき，Pの存在範囲を図示せよ．

1 s + t ≦ 2, 0 ≦ s, 0 ≦ t 2 2s + 3t ≦ 6, 0 ≦ s, 0 ≦ t

【解答】

1 p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (s + t ≦ 2, 0 ≦ s, 0 ≦ t)

⇔ p⃗ = 1
2

s · 2a⃗ + 1
2

t · 2b⃗
(

1
2

s + 1
2

t ≦ 1, 0 ≦ 1
2

s, 0 ≦ 1
2

t
)

より，位置ベクトル 2a⃗, 2b⃗が表す 2点を A’，B’とおくと，Pの存在範

囲は △OA’B’の内部及び周になっている．
−−→
OA’ = 2

−−→
OA,

−−−→
OB’ = 2

−−→
OBなので Pの存在範囲は右欄外図の斜線部（境

界含む）になる． ◀

O

A B

A’ B’

1⃝
2⃝

1
2

2 2s + 3t ≦ 6⇔ 1
3

s + 1
2

t ≦ 1を用い，与えられた条件は ◀ 2s + 3t ≦ 6 の両辺を 6 で割った

p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (2s + 3t ≦ 6, 0 ≦ s, 0 ≦ t)

⇔ p⃗ = 1
3

s · 3a⃗ + 1
2

t · 2b⃗
(

1
3

s + 1
2

t ≦ 1, 0 ≦ 1
3

s, 0 ≦ 1
2

t
)

より，位置ベクトル 3a⃗, 2b⃗が表す 2点を A’，B’とおくと，Pの存在範

囲は △OA’B’の内部及び周になっている．
−−→
OA’ = 3

−−→
OA,

−−−→
OB’ = 2

−−→
OBなので Pの存在範囲は右欄外図の斜線部（境

界含む）になる． ◀

O

A B

A’

B’

1⃝

3⃝

1 2
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5. 円のベクトル方程式

A. 「中心」と「半径」が与えられた円のベクトル方程式

Aを通り半径
√

2の円を K とする。この円 K 上の点 Pは，必ず
−−→
AP =

√
2を満たして

A

K√
2

x

y

O

いる．これを A(a⃗)，P(p⃗)とおき，位置ベクトルを用いて書き換えると，次のようになる．
−−→
AP =

√
2 ⇔ p⃗ − a⃗ =

√
2

式
−−→
AP =

√
2を「円 K のベクトル方程式」と呼ぶ。

円のベクトル方程式

A(a⃗)を中心とし、半径 r の円の周上にある点 P(p⃗)は、必ず p⃗ − a⃗ = r を満たし，逆も正しい。この

p⃗ − a⃗ = rを、円 C のベクトル方程式 (vector equation)という．

B. x, yで表された「円の方程式」との関係

上の例では A(1, 2)である。そこで、a⃗ =
(
1
2

)
を p⃗ − a⃗ =

√
2に代入しよう。p⃗ =

(
x
y

)
とすると(

x
y

)
−

(
1
2

)
=
√

2 ⇔
√

(x − 1)2 + (y − 2)2 =
√

2 ⇔ (x − 1)2 + (y − 2)2 = 2

となる。これは、座標平面上の「円の方程式」（数学 II）による結果と一致する。

C. 直径が与えられた円のベクトル方程式（１）～中心と半径に着目する

A(a⃗)、B(b⃗)とし、線分 ABを直径とする円のベクトル方程式を考えよう。

この円は、中心が ABの中点 a⃗ + b⃗
2
であり、半径は ABの長さの半分 1

2
−−→
AB =

1
2

b⃗ − a⃗ である。よっ

て、この円のベクトル方程式は p⃗ − a⃗ + b⃗
2

=
1
2

b⃗ − a⃗ となる。

【例題 69】 始点を Oとし、A(a⃗)、B(b⃗)とする。以下の円のベクトル方程式の、中心と半径を答えよ。

1. p⃗ − b⃗ = 2 2. 2 p⃗ − 2a⃗ = 6 3. p⃗ − a⃗ = b⃗ − a⃗ 4. 2 p⃗ − a⃗ = 2

【解答】

1. 中心 B、半径 2
2. 両辺を 2で割って p⃗ − a⃗ = 3となるので、中心 A、半径 3

3. 中心は A、半径は b⃗ − a⃗ =
−−→
AB

4. 両辺を 2 で割って p⃗ − a⃗
2
= 1 となるので、 a⃗

2
の表わす点、つまり

OAの中点が半径、半径は 1
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D. 直径が与えられた円のベクトル方程式（２）～円周角の定理の利用

線分 ABが直径である円 K のベクトル方程式は、次のようにして ( p⃗ − a⃗) · (p⃗ − b⃗) = 0とも求められる。

A

B
P

K

(1) 円 K 上にある点 P は、点 A、B に一致しないなら ∠APB = 90◦ のため、

AP ⊥ BP ⇔
−−→
AP ·

−→
BP = 0である。

(2) Pが点A、Bに一致する場合も、
−−→
AP = 0⃗または

−→
BP = 0⃗であるから、

−−→
AP·
−→
BP = 0

である。

よって、円 K 上にある点 Pは必ず
−−→
AP ·

−→
BP = 0であり、逆も正しい。位置ベクトルを用いて

−−→
AP ·

−→
BP = 0 ⇔ ( p⃗ − a⃗) · ( p⃗ − b⃗) = 0

【例題 70】 Oを始点とし、A(a⃗)、B(b⃗)としたとき、次の円のベクトル方程式を求めよ。

1. ABの中点Mについて、AMを直径とする円 2. OAの中点と Bを直径の両端にする円

【解答】

1. Mの位置ベクトルは a⃗ + b⃗
2
であるから ( p⃗ − a⃗) ·

 p⃗ − a⃗ + b⃗
2

 = 0

2. OAの中点の位置ベクトルは a⃗
2
であるから

 p⃗ − a⃗
2

 · ( p⃗ − b⃗) = 0

E. 直径が与えられた円のベクトル方程式（３）～まとめ・平方完成

ここまでで学んだ次の 2式は、2次関数の平方完成のような変形によって一致することが確認できる。

線分 ABが直径である円のベクトル方程式

A(a⃗)、B(b⃗)を直径の両端とする円のベクトル方程式について、以下の 2式は一致する。

(I) 中心を ABの中点、半径を線分 ABの半分の長さと考えた式 p⃗ − a⃗ + b⃗
2

=
1
2

b⃗ − a⃗

(II) 円周上の点 Pは ∠APB = 90◦ を満たすことを利用した式 ( p⃗ − a⃗) · (p⃗ − b⃗) = 0

（証明）(p⃗ − a⃗) · (p⃗ − b⃗) = 0を展開し平方完成すると

p⃗
2 − p⃗ · (a⃗ + b⃗) + a⃗ · b⃗ = 0

⇔
 p⃗

2 − 2 p⃗ · a⃗ + b⃗
2
+

a⃗ + b⃗
2

2 − a⃗ + b⃗
2

2

+ a⃗ · b⃗ = 0

⇔ p⃗ − a⃗ + b⃗
2

2

− 1
4

(
a⃗

2
+ 2a⃗ · b⃗ + b⃗

2
)
+ a⃗ · b⃗ = 0

⇔ p⃗ − a⃗ + b⃗
2

2

=
1
4

(
a⃗

2 − 2a⃗ · b⃗ + b⃗
2
)
=

1
4

a⃗ − b⃗
2

⇔ p⃗ − a⃗ + b⃗
2

=
1
2

b⃗ − a⃗
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【 発 展 71：平方完成】

定点 A、Bに対し、ベクトル方程式
−−→
AP · (

−−→
AP +

−→
BP) = 0が表す図形を答えなさい。

【解答】 A(a⃗)、B(b⃗)、C(⃗c)、P(p⃗)とすると
−−→
AP · (

−−→
AP +

−→
BP) = 0

⇔ (p⃗ − a⃗) · ( p⃗ − a⃗ + p⃗ − b⃗) = 0

⇔ (p⃗ − a⃗) · (2 p⃗ − a⃗ − b⃗) = 0

⇔ 2 p⃗
2 − a⃗ · (2 p⃗) − p⃗ · (a⃗ + b⃗) + a⃗ · (a⃗ + b⃗) = 0

⇔ 2 p⃗
2 − p⃗ · (2a⃗ + a⃗ + b⃗) + a⃗

2
+ a⃗ · b⃗ = 0

⇔ 2
{

p⃗
2 − 1

2
p⃗ · (3a⃗ + b⃗)

}
+ a⃗

2
+ a⃗ · b⃗ = 0

⇔ 2

 p⃗
2 − 2 p⃗ · 3a⃗ + b⃗

4
+

3a⃗ + b⃗
4

2

− 3a⃗ + b⃗
4

2 + a⃗
2
+ a⃗ · b⃗ = 0

⇔ 2 p⃗ − 3a⃗ + b⃗
4

2

− 3a⃗ + b⃗
2

8
+

8 a⃗
2
+ 8a⃗ · b⃗
8

= 0

⇔ p⃗ − 3a⃗ + b⃗
4

2

+
− a⃗

2
+ 2a⃗ · b⃗ − b⃗

2

16
= 0

⇔ p⃗ − 3a⃗ + b⃗
4

2

=
a⃗ − b⃗

2

16

⇔ p⃗ − 3a⃗ + b⃗
4

=
b⃗ − a⃗

4

3a⃗ + b⃗
4

が表わす、線分 ABを 1 : 3に内分する点を中心とし、半径は線分

ABの 1
4
の長さの円を表わしている。
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B 空間内のベクトル
空間座標について取り上げた後，ベクトルを空間内で考える．

実際には，平面の場合とほぼ同じように考えればよい．その結果，これまででは扱う

ことができなかった空間内の図形問題を考えることもできるようになる．

1B.1 空間座標

1. 空間座標

A. z軸

これまでの xy座標平面に垂直であり，原点を通る直線を z軸と定義すると，座標空間を考えることがで

きる．下のように，直方体の縦，横，高さにそれぞれ x軸，y軸，z軸を対応させると考えてもよい．

O 座標平面を回転−−−−−−−−−−−−−−−→
して底面に貼る

O

x

y z 軸を−−−−−−−−−−−→
付け加える

O

x

y

z

座標平面を上から見たとき，平面の奥から手前の向きを z軸の正になる*19．

また，

ｘｙ平面

O

x

y

z

ｙｚ平面

O

x

y

z

ｚ
ｘ
平
面

O

x

y

z
x 軸と y 軸を含む

平面を xy平面，

y 軸と z 軸を含む

平面を yz平面，

z 軸と x 軸を含む

平面を zx平面

という．

*19 右図において，高校数学では z 軸を必ず上向きに取る．これは，右手の親指を x 軸，人差し指を y 軸とした場合，中指を z 軸
に定めた場合になる（ただし，指先を正の向きに取る）ため，右手系 (right-handed)の座標空間という．z 軸を逆向きに取って
も空間座標を考えられる（左手系 (left-handed)）が，高校数学では用いられない．しばしば，コンピューターの画像処理などで
用いられることがある．
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B. 空間内の座標の図示

たとえば，空間座標内の A(1, 2, 3)は右
A(1, 2, 3)

1

2

3

O

x

y

z

どちらでも←−−−−−−−−−→
良い

A(1, 2, 3)

1

2

3

O

x

y

z

のように表すことができる．直方体を用い

ても，用いなくても良い．

A(1, 2, 3)

P

R

Q

S
T

U

O

x

y

z

たとえば，左図においては次のようになっている．

• P(1, 2, 0)，Q(0, 2, 3)，R(1, 0, 3)，S(1, 0, 0)，T(0, 2, 0)，U(0, 0, 3)

• P は A から xy 平面に下ろした垂線の足，同様に，Q は yz 平面，R は zx

平面へ Aから下ろした垂線の足である．

• Aから x軸，y軸，z軸へ下ろした垂線の足は，それぞれ S，T，Uである．

【例題 72】 右の 2つの座標空間について，

P(1,−2, 2)

A B

C

D

O

x

y

z

Q(−1, 2,−2)

E

H

J

F
G

I

O

x

y

z

1. 点 Aから Jまでの座標を答えなさい．

2. 点 Aから Jまでのうち，次の上にある点を全て

答えなさい．

1) y軸上 2) xy平面上 3) zx平面上

【解答】

1. A(1,−2, 0)，B(1, 0, 0)，C(0,−2, 0)，D(0, 0, 2)，E(−1, 2, 0)， ◀まず、P、Q から z 軸方向の点線
をたどり、次に y 軸方向の点線
をたどると、空間の感覚が掴みや

すい。

F(−1, 0, 0)，G(0, 2, 0)，H(−1, 0,−2)，I(0, 0,−2)，J(0, 2,−2)
2. 図を見ながら書き出していくと，次のようになる． ◀または，y 軸上の点は y 座標以外

は 0であり，xy平面上の点は z座
標は 0 である，と考えてもよい．

1) C，G 2) A，B，C，E，F，G 3) B，D，F，H，I

C. 空間における距離の公式

原点 Oと点 A(1, 2, 3)の距離は，直方体の対角線の長さを求めれば良い．
A(1, 2, 3)

HX
1

2

3

O

x

y

z

直角三角形 OAHについて，三平方の定理より OA2 = OH2 + HA2

直角三角形 OHXについて，三平方の定理より OH2 = OX2 + XH2

よって，OA2 =
(
OX2 + XH2

)
+ HA2 = 12 + 22 + 32 = 14より OA =

√
14．

また，A(3, 1, 2)，B(5, 4, 4)について，

A(3, 1, 2)

3

1

2 B(5, 4, 4)

5

4

4

O

x

y

z

⇒ A(3, 1, 2)

3

1

B(5, 4, 4)

5

42

3

2
O

x

y

z

2 点 A，B 間の距離は右奥のような直方

体を考えて，

AB =
√

(5 − 3)2 + (4 − 1)2 + (4 − 2)2 =
√

17

と求められる．
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2点間の距離（空間）

原点 Oと A(p, q, r)があるとき，OA =
√

p2 + q2 + r2 である．

また，A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)があるとき，AB =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2 である．

【例題 73】 A(1,−2, 4)，B(−2, 1, 5)とする．原点 Oに対し，長さ OA，OB，ABをそれぞれ求めよ．

【解答】 OA =
√

12 + (−2)2 + 42 =
√

21, OB =
√

(−2)2 + 12 + 52 =
√

30
AB =

√
(−2 − 1)2 + {1 − (−2)}2 + (5 − 4)2 =

√
9 + 9 + 1 =

√
19

D. 座標空間内における対称移動

平面の場合と同じように，対称移動は，対称の
・
中
・
心となる成分

・
を
・
そ
・
の
・
ま
・
ま，他の符号を反転させれば良

A(1, 2, 3)

1

2

3

X

Y

Z

O

x

y

z

A(1, 2, 3)

P

Q

R

O

x

y

z

い．たとえば，軸に関する移動は次のようになる．

• x軸について対称移動 A(1, 2, 3) → X(1,−2,−3) では，対称の
・
中
・
心となる x座標・は・そ・の・ま・まにし，y, z座標の符号を逆転，と同じ

• y軸について対称移動 A(1, 2, 3) → Y(−1, 2,−3)

• z軸について対称移動 A(1, 2, 3) → Z(−1,−2, 3)

同様に，平面に関する対称移動も次のようになる．

• xy平面について対称移動 A(1, 2, 3) → P(1, 2,−3) では，対称

の
・
中
・
心となる x, y座標・は・そ・の・ま・まにし，z座標のみ符号を逆転，と

同じである．

• yz平面について対称移動 A(1, 2, 3) → Q(−1, 2, 3)

• zx平面について対称移動 A(1, 2, 3) → R(1,−2, 3)

原点についての対称移動はすべての符号を反転させ，

A(1, 2, 3) → (−1,−2,−3)となる．

【例題 74】
1. A(2, 3,−4)とする．x軸について Aと対称な点 Lx，y軸について Aと対称な点 Ly，

z軸について Aと対称な点 Lz，xy平面について Aと対称な点 Pxy，

yz平面について Aと対称な点 Pyz，zx平面について Aと対称な点 Pzx をそれぞれ答えなさい．

2. 以下の点について，x軸対称な 2点，yz平面に対称な 2点，原点対称な 2点の組を，それぞれ全て

答えよ． A(1, 2, 3)，B(1,−2, 3)，C(1, 2,−3)，D(−1,−2, 3)，E(−1, 2, 3)，F(−1,−2,−3)

【解答】

1. Lx(2,−3, 4)，Ly(−2, 3, 4)，Lz(−2,−3,−4)
Pxy(2, 3, 4)，Pyz(−2, 3,−4)，Pzx(2,−3,−4)

2. x軸対称：Bと C，Eと F，yz平面対称：Aと E，Bと D，
原点対称：Aと F，Cと D
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1B.2 空間内のベクトル

1. 空間におけるベクトルの基礎

A. ベクトルの定義

空間内であっても，向きのある線分をベクトルと言い*20，始点，終点，等し

a⃗

b⃗

O
A B

C

D
E F

G

いベクトル，逆ベクトル，大きさ，単位ベクトル，零ベクトルも平面のベクト

ルと同じように定義される．

また，空間内のベクトル a⃗, b⃗に対して，定数倍 ka⃗，和 a⃗+ b⃗，差 a⃗− b⃗も，平

面の場合と同様に考えることができる．

たとえば，右図の直方体において，以下はすべて正しい．

• a⃗の始点 O，終点 Aであるから a⃗ =
−−→
OAであり，同様に b⃗ =

−−→
DGである．

• 直方体なので a⃗ =
−−→
DE = −

−−→
BC, b⃗ =

−→
EF = −

−−→
BAなどが成り立つ．

• OA = 2, OC = 4ならば， a⃗ = 2であり，± 1
4

b⃗は単位ベクトルである．また，
−−→
CC = 0⃗である．

• 和について
−−→
OA +

−−→
AE =

−−→
OEであり，差について

−−→
OC −

−−→
FG =

−−→
OC − (−

−−→
CB) =

−−→
OC +

−−→
CB =

−−→
OBである．

【例題 75】 右図は，1辺の長さが 5の立方体 OABE-FGHK，EBCD-KHIJである．

a⃗ b⃗

c⃗

O

A B C

DE

F

G H I

JK
1. a⃗と等しいベクトル，2b⃗と等しいベクトル，⃗cの逆ベクトルをすべ

て選びなさい．

−−→
BE,

−−→
FG,

−−→
BC,

−→
GI,

−→
DJ,

−−→
GA,

−−→
HE,

−→
IC

2. c⃗ ,
−−→
AB ,

−→
FJ ,

−→
FF を答えなさい．

3. 以下の 　　 に適する文字を答えなさい．

i.
−−→
AB +

−−→
BH =

−−−−−→
A サ ii.

−−→
AC +

−−→
CD +

−→
DJ =

−−−−−→
A シ iii. c⃗ +

−−→
FK +

−→
KI =

−−−−−→
O ス

iv.
−−→
OB +

−→
DJ =

−−−−−→
O セ v.

−−→
AB −

−−→
HB =

−−−−−→
A ソ vi.

−−→
OG −

−→
JF =

−−−−−→
O タ

【解答】

1. a⃗ =
−−→
FG, 2b⃗ =

−→
GI, − c⃗ =

−−→
GA,

−→
IC．

2. 1辺が 5なので， c⃗ = 5,
−−→
AB = 5,

−→
FJ = 10,

−→
FF = 0．

3. i.
−−−→
A
（サ）

H ii.（与式）=
−−→
AD +

−→
DJ =

−−−→
A
（シ）
J

iii.（与式）=
−−→
OF +

−−→
FK +

−→
KI =

−−−→
O
（ス）
I

iv.（与式）=
−−→
OB +

−−→
BH =

−−−→
O
（セ）

H

v.（与式）=
−−→
AB +

−−→
BH =

−−−→
A
（ソ）

H

vi.（与式）=
−−→
OG − (−

−→
GI) =

−−→
OG +

−→
GI =

−−−→
O
（タ）
I

*20 厳密には，有向線分の定義が向きのある線分であり，ベクトルはもっと広い概念である．

54 · · · 第 1章 ベクトル —13th-note—



B. ベクトルの和の性質～ 3つベクトルの和と平行六面体

平面の時のように，空間の

⇒
c⃗

a⃗ + b⃗

⇒
c⃗

a⃗ + b⃗

(a⃗ + b⃗) + c⃗

⇒
a⃗

b⃗ + c⃗

⇒
a⃗

b⃗ + c⃗

a⃗ + (b⃗ + c⃗)

⇒
b⃗

a⃗
+

c⃗

⇒
b⃗

a⃗
+

c⃗

(a⃗ + c⃗) + b⃗

ベクトルの和も交換可能であ

り，結合法則も成り立つ．

たとえば，次の 3つのベク

トルについて

a⃗
b⃗

c⃗

(a⃗ + b⃗) + c⃗,

a⃗ + (b⃗ + c⃗),

(a⃗ + c⃗) + b⃗

は全て同じベクトルを表し，

これら全てが a⃗+ b⃗+ c⃗である．

また，3 つのベクトル a⃗, b⃗, c⃗ に対して，a⃗, b⃗, c⃗ から作られる立体
a⃗

b⃗

c⃗
E

C

G

A

F

O

D

BOADB-CEGFの対角線
−−→
OGがベクトルの和 a⃗ + b⃗ + c⃗になっている．

立体 OADB-CEGFの面はすべて平行四辺形であり

OA // BD // FG // CE, OB // AD // EG // CF

などが成り立っている．このような，向かい合う 2辺の組はすべて平行で

ある立体を平行六面体 (parallelepiped) という．

【例題 76】 右図の平行六面体 OADB-CEGF において，次のベクトルを a⃗ =

E
C

G

A

F

O
D

B
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OCで表せ．

1.
−−→
OD 2.

−−→
BG 3.

−−→
AB 4.

−−→
DE 5.

−−→
AF 6.

−−→
EB

【解答】

1.
−−→
OD = a⃗ + b⃗ 2.

−−→
BG =

−−→
BD +

−−→
DG = a⃗ + c⃗

3.
−−→
AB =

−−→
AO +

−−→
OB = −a⃗ + b⃗ 4.

−−→
DE =

−−→
DA +

−−→
AE = −b⃗ + c⃗

5.
−−→
AF =

−−→
AO +

−−→
OB +

−→
BF = −a⃗ + b⃗ + c⃗

6.
−−→
EB =

−−→
EC +

−→
CF +

−→
FB = −a⃗ + b⃗ − c⃗
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2. ベクトルの成分表示

A. ベクトルを空間座標内に配置する

空間内のベクトルにおける成分表示は，空間座標内になるため，成分が 3つになる．
ベクトルの成分表示（空間）

座標空間内のベクトル a⃗が，始点から x軸方向に p，y軸方向に q，z軸方向に r進んで終点に一致する

ならば

a⃗ =

p
q
r

 と表す*21．これを a⃗ の成分表示 (component expression) といい，p は x 成分，q は y 成

分，rは z成分と言われる．

B. 「終点（まで）」引く「始点（から）」

平面の場合と同じように，座標空間上

A(3, 1, 2)

3

1

2 B(5, 4, 4)

5

4

4

O

x

y

z

⇒ A(3, 1, 2)

3

1

B(5, 4, 4)

5

42

3

2
O

x

y

z

において Aから Bまでの
−−→
ABは，「B（・ま

・
で）」引く「A（・か・ら）」で求められる．右

図のように A(3, 1, 2)，B(5, 4, 4) であ

れば

−−→
AB =

544
 −

312
 =

232


となり，大きさは
−−→
AB =

√
22 + 32 + 22 =

√
17と分かる．

成分表示されたベクトルの大きさ（空間）

A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)ならば
−−→
AB =

b1 − a1
b2 − a2
b3 − a3

， −−→AB =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2

【例題 77】
Oを原点とし，A(1, 2,−1)，B(−2, 1, 3)，C(4,−2, 1)とする．

1.
−−→
AB,

−−→
ACを成分表示しなさい． 2.

−−→
OA ,

−−→
AB ,

−−→
AC ,

−−→
BC を求めなさい．

【解答】

1.
−−→
AB =

−2
1
3

 −
 1

2
−1

 =
−3
−1
4

, −−→AC =

 4
−2
1

 −
 1

2
−1

 =
 3
−4
2


2.
−−→
OA =

 1
2
−1

, −−→AB =

−3
−1
4

, −−→AC =

 3
−4
2

より，
◀ 1. の結果を利用

−−→
OA =

√
12 + 22 + (−1)2 =

√
6,
−−→
AB =

√
(−3)2 + (−1)2 + 42 =

√
26

*21 これを縦ベクトル表示という．一方，a⃗ = (p, q, r) と表すこともあり，これを横ベクトル表示という．
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−−→
AC =

√
32 + (−4)2 + 22 =

√
29

また，
−−→
BC =

 4
−2
1

−
−2

1
3

 =
 6
−3
−2

より， −−→BC =
√

62 + (−3)2 + (−2)2 = 7

C. 空間における成分表示されたベクトルの演算

平面の場合と同じように，空間内の成分表示された 2つのベクトルの演算ができる．
成分表示されたベクトルの演算（空間）

a⃗ =

a1
a2
a3

, b⃗ =

b1
b2
b3

，実数 kについて，a⃗ + b⃗ =

a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3

, a⃗ − b⃗ =

a1 − b1
a2 − b2
a3 − b3

, ka⃗ =

ka1
ka2
ka3

である*22．

【例題 78】 a⃗ =

124
, b⃗ =

−3
1
2

のとき，以下のベクトルを答えよ．
1. a⃗ + b⃗ 2. a⃗ − b⃗ 3. 2a⃗ + b⃗ 4. 3a⃗ − 2b⃗ 5. 1

5
a⃗ + 2

5
b⃗

6. sa⃗+ tb⃗（s, t を用いて答えよ） 7. 2(a⃗ + b⃗) + 3(a⃗ − b⃗) − 5a⃗ 8. 3(a⃗ − 2b⃗) − 2(a⃗ − 3b⃗)

【解答】

1.（与式）=

124
 +

−3
1
2

 =
−2

3
6

 2.（与式）=

124
 −

−3
1
2

 =
4
1
2


3.（与式）=

248
 +

−3
1
2

 =
−1

5
10

 4.（与式）=

 3
6
12

 −
−6

2
4

 =
9
4
8


5.（与式）= 1

5


124

 + 2

−3
1
2


 = 1

5


124

 +
−6

2
4


 = 1

5

−5
4
8

 =

−1

4
5
8
5


6.（与式）=

 s
2s
4s

 +
−3t

t
2t

 =
 s − 3t

2s + t
4s + 2t


7.（与式）= −b⃗ =

 3
−1
−2

 8.（与式）= a⃗ =

1
2
4


【練習 79：平行四辺形～その２～】
座標平面上に A(1, 3, 2)，B(2,−1,−3)，C(4, 4, 1)があるとき

(1) 平行四辺形 ABCDとなるよう Dの座標を定めよ．

(2) 4点 A，B，C，Eを結んで平行四辺形ができるとき，Eの座標をすべて求めよ．

*22 横ベクトルで書けば，a⃗ = (a1, a2, a3), b⃗ = (b1, b2, b3) と実数 k について a⃗ + b⃗ = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3), a⃗ − b⃗ =

(a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3), ka⃗ = (ka1, ka2, ka3) である．
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【解答】

(1)
−−→
AD =

−−→
BC =

441
 −

 2
−1
−3

 =
254

であるから
−−→
OD =

−−→
OA +

−−→
AD =

132
 +

254
 =

386


よって，D(3, 8, 6)．
(2) 平行四辺形 ABCEになるのは，(1)より E(3, 8, 6)．

平行四辺形 ABECになるとき，
−−→
BE =

−−→
AC =

441
 −

132
 =

 3
1
−1

より
◀

A

B

C

E

A

B

C

E

A

B

C

E

△ABC の辺のどれか 1 つだけが，
平行四辺形の対角線になるので，

3 点しかない．

−−→
OE =

−−→
OB +

−−→
BE =

 2
−1
−3

 +
 3

1
−1

 =
 5

0
−4


平行四辺形 AEBCになるとき，

−−→
AE =

−−→
CB =

−2
−5
−4

より
◀
−−→
CB = −

−−→
BC から (1) を利用

−−→
OE =

−−→
OA +

−−→
AE =

132
 +

−2
−5
−4

 =
−1
−2
−2


よって，E(3, 8, 6), (5, 0,−4), (−1. − 2,−2)．

空間内においては，座標空間内に図示することは困難であるが，上のように図の概略は書いた方

がよい．

3. ベクトルの一次独立～平行・同一平面上

A. 空間におけるベクトルの「平行」

空間においても，a⃗ = kb⃗となる実数 kが存在するとき，a⃗, b⃗は平行 (parallel) であると言い，a⃗ // b⃗と表

される．ただし，a⃗ , 0⃗, b⃗ , 0⃗, k , 0とする．

平面の場合（11）と異なり，空間内のベクトルにおいては，成分表示のあるなしに関わらず比例定数 kを

用いて解くことが必要となる．

（例）a⃗ =

−6
−2
3b

, b⃗ =

 3
a − 2
b + 1

が平行であるとき，定数 a, bの値を求めよ．

（解）a⃗ // b⃗より，a⃗ = kb⃗となる定数 kが存在する．よって，

 −6
2
−3b

 = k

 3
a − 2
b + 1

であるから
x成分より −6 = 3k，y成分より −2 = k(a − 2)，z成分より 3b = k(b + 1)

である．x成分より k = −2，y成分より 2 = −2(a − 2)であるから a = 1，z成分より −3b = −2(b + 1)で

あるから b = 2．つまり，(a, b) = (1, 2)である．
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【例題 80】 a⃗ =

 −3
−2a
−5b + 2

, b⃗ =

 1
−2
2b

が平行であるとき，定数 a, bの値を求めよ．

【解答】 a⃗ // b⃗より，a⃗ = kb⃗となる定数 kが存在する．

よって，

 −3
−2a
−5b + 2

 = k

 1
−2
2b

であるから
−3 = k, − 2a = −2k, − 5b + 2 = k(2b)

である．これを解いて，k = −3，(a, b) = (−3,−2)である．

ベクトルの平行（空間）

k , 0を実数とする．2つのベクトル a⃗ , 0⃗, b⃗ , 0⃗が平行であることは

(1) a⃗ = kb⃗となる実数 kが存在すること

と定義される．もし，a⃗ =

a1
a2
a3

, b⃗ =

b1
b2
b3

と成分表示されていれば，次のようになる．
(2) a⃗ = kb⃗，つまり，a1 = kb1 かつ a2 = kb2 かつ a3 = kb3 となる実数 kが存在すること

B. 同一平面上にある 3つのベクトル

0⃗でない a⃗, b⃗は平行でないとする．ここで，x⃗ = pa⃗ + qb⃗となる実数 p, qが存在するとき，次のようにし

て，x⃗は a⃗, b⃗の作る平面上に存在する．

a⃗
b⃗

pa⃗ とqb⃗ で
−−−−−−−−−−−→
平行四辺形作る

p⃝q

1⃝

1

x⃗ = pa⃗ + qb⃗
−−−−−−→
を書き込む

pa⃗

qb⃗

このとき，x⃗, a⃗, b⃗は同一平面上に存在できるという．

3つのベクトルが同一平面上にあることは，後で詳しく取り上げる．

C. ベクトルの一次独立

3つのベクトル a⃗, b⃗, c⃗は 0⃗でないとする．

c⃗ = pa⃗ + qb⃗となる実数 p, qが存在・し・な・いとき，3つのベクトル a⃗, b⃗, c⃗は一次独立 (linear independence)

という．a⃗, b⃗, c⃗が一次独立である事は，a⃗, b⃗, c⃗が同一平面上に存在できないことに等しい．

平面上のベクトルの場合，一次独立は「2つのベクトルが平行でない」ことであった．空間の場

合の一次独立は「3つのベクトルが同一平面上に存在できない」ことであるが，この違いは，次

元が 2か 3であるかに，本質的に依存している．
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【例題 81】
右図について，次のベクトルの組のうち一次独立な組を全て答えなさい．

O

A

B

C

D

E

F

G

1.
−−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OC 2.

−−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OD 3.

−−→
OA,

−−→
OE,

−−→
OF

4.
−−→
OA,

−−→
OB,

−−→
DG 5.

−−→
OA,

−→
CF,
−−→
BE 6.

−−→
OA,

−−→
OF,

−−→
OG

【解答】 2.は，3つのベクトルが 1つの平面 OABD上に存在するため，6. ◀たとえば，3 は
−−→
OA,

−−→
OE が平面

OAEC 上に存在するが，
−−→
OF は平

面 OAEC 上に存在できない．そ
のため，一次独立である．

は，3つのベクトルが 1つの平面 OAGF上に存在するため，一次独立でな

い．一次独立なものは 1，3，4，5．

D. 空間内の「全ての」ベクトルを一意に表す～係数比較

空間内に一次独立な a⃗, b⃗, c⃗があるとき，空間内のどんなベクトル x⃗にも，x⃗ = pa⃗ + qb⃗ + rc⃗となる実数

p, q, rが存在することが，次のような図から分かる．

a⃗ b⃗

c⃗ x⃗ x⃗ が対角線の−−−−−−−−−−−→
平行六面体作る

p⃝

q
r

1⃝ 1

1
ｐ，ｑ，ｒ−−−−−−→
が決まる

pa⃗

qb⃗

rc⃗

さらに，上の図において，1つの x⃗に対して，p, q, rはただ 1つに定まることから，以下のことが分かる．
空間内のベクトルの係数比較

空間内の一次独立な a⃗, b⃗, c⃗について，以下が成立する．

pa⃗ + qb⃗ + rc⃗ = p′a⃗ + q′b⃗ + r′c⃗ p = p′, q = q′, r = r′

この事実から，空間内の一次独立な 3つのベクトルに対し，係数比較して方程式を立てられる．

（例）a⃗, b⃗, c⃗は空間内の一次独立なベクトルとする．x⃗ = a⃗− 2b⃗+ rc⃗, y⃗ = pa⃗+ b⃗+ c⃗が平行であるとき，

p, rを求めよ．

（解）x⃗ // y⃗より，x⃗ = ky⃗となる実数 kが存在する．ky⃗ = k(pa⃗ + b⃗ + c⃗) = kpa⃗ + kb⃗ + kc⃗より

a⃗ − 2b⃗ + rc⃗ = kpa⃗ + kb⃗ + kc⃗

が成り立つ．a⃗, b⃗, c⃗ は一次独立であるから係数を比較して a⃗ の係数より 1 = kp，b⃗ の係数より

−2 = k，c⃗の係数より r = k

である．これを解くと，k = −2より，r = −2, p = − 1
2
である．

【例題 82】 a⃗, b⃗, c⃗は空間内の一次独立なベクトルとし，x⃗ = 2a⃗ − 4b⃗ + rc⃗, y⃗ = a⃗ + qb⃗ + c⃗とする．

1. x⃗ // y⃗のとき，q, rを求めよ． 2.
(
x⃗ + y⃗

)
//

(
a⃗ + b⃗

)
のとき，q, rを求めよ．

60 · · · 第 1章 ベクトル —13th-note—



【解答】

1. x⃗ // y⃗より，x⃗ = ky⃗となる実数 kが存在するので

2a⃗ − 4b⃗ + rc⃗ = ka⃗ + kqb⃗ + kc⃗

が成り立つ．a⃗, b⃗, c⃗は一次独立であるから係数を比較して
2 = k
−4 = kq
r = k

である．これを解くと，q = −2, r = 2である．

◀ k = 2 を利用

2.
(
x⃗ + y⃗

)
//

(
a⃗ + b⃗

)
より，x⃗ + y⃗ = k(a⃗ + b⃗)となる実数 kが存在するので

(2a⃗ − 4b⃗ + rc⃗) + (a⃗ + qb⃗ + c⃗) = k(a⃗ + b⃗)

⇔ 3a⃗ + (−4 + q)b⃗ + (r + 1)⃗c = ka⃗ + kb⃗ ◀右辺の c⃗ の係数は 0

が成り立つ．a⃗, b⃗, c⃗ は一次独立であるから係数を比較して
3 = k
−4 + q = k
r + 1 = 0

である．これを解くと，q = 7, r = −1である．

◀ k = 3 を利用

E. 成分表示を用いたベクトルの分解

平面の場合と同じように（p.12），成分表示を用いると，どんな x⃗ に対しても x⃗ = pa⃗ + qb⃗ + rc⃗ となる

p, q, rを計算で求められる．

たとえば，a⃗ =

201
, b⃗ =

 0
−1
−3

, c⃗ =

121
とする．x⃗ =

 3
0
−4

について x⃗ = pa⃗ + qb⃗ + rc⃗とおくと，

pa⃗+ qb⃗+ rc⃗ =

 2p + r
−q + 2r

p − 3q + r

であり，これが x⃗ =

 3
0
−4

と等しいので，連立方程式


2p + r = 3
−q + 2r = 0
p − 3q + r = −4

が成り

立つ．これを解いて p = 1, q = 2, r = 1を得るから，x⃗ = a⃗ + 2b⃗ + c⃗であると分かる．

【例題 83】

1. a⃗ =

 0
−2
1

, b⃗ =

101
, c⃗ =

 1
−2
1

について, x⃗ =

 0
−4
1

を a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

2. a⃗ =

 1
−2
3

, b⃗ =

 2
−1
0

, c⃗ =

101
について, x⃗ =

−1
−4
3

を a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

【解答】 いずれも x⃗ = pa⃗ + qb⃗ + rc⃗とおく．

1. pa⃗ + qb⃗ + rc⃗ =

 q + r
−2p − 2r
p + q + r

，x⃗ =

 0
−4
1

より，


q + r = 0
−2p − 2r = −4
p + q + r = 1

が成り

立つ．これを解いて (p, q, r) = (1,−1, 1)であるから，x⃗ = a⃗ − b⃗ + c⃗．

2. pa⃗ + qb⃗ + rc⃗ =

p + 2q + r
−2p − q
3p + r

，x⃗ =

−1
−4
3

より，


p + 2q + r = −1
−2p − q = −4
3p + r = 3

が成

り立つ．これを解いて (p, q, r) = (2, 0,−3)であるから，x⃗ = 2a⃗ − 3c⃗．
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1B.3 空間における内積

1. ベクトルの内積の定義

内積の定義は，平面の場合も空間の場合もほとんど変わらず，以下のようになる．

ベクトルの内積（空間）

2つのベクトル a⃗, b⃗について，次の 2つの値は一致し，内積 (inner product)と呼ばれる．

(1) （成分表示使わない）a⃗, b⃗のなす角を θとするとき， a⃗ b⃗ cos θ

ただし，a⃗, b⃗のなす角は平面と同じように，・始・点・を・揃・えたときにできる角のことである．

(2) （成分表示使う）a⃗ =

a1
a2
a3

, b⃗ =

b1
b2
b3

のとき，a1b1 + a2b2 + a3b3

この内積は a⃗ · b⃗で表される．つまり，a⃗ · b⃗ = a⃗ b⃗ cos θ = a1b1 + a2b2 + a3b3 である．

【例題 84】 右図のように，1辺が 2の立方体がある．

2

O

A B

C

D

E F

G

内積の定義 (1) a⃗ · b⃗ = a⃗ b⃗ cos θを用いて，次の内積の値を求めよ．

1.
−−→
OA ·

−−→
OB 2.

−−→
AB ·

−−→
AC 3.

−−→
OA ·

−−→
AC 4.

−−→
OA ·

−−→
OD

5.
−−→
OA ·

−−→
GC 6.

−−→
OA ·

−→
CF 7.

−−→
OA ·

−−→
BG 8.

−−→
DA ·

−−→
DC

【解答】

1.
−−→
OA ·

−−→
OB = 2 · 2

√
2 · cos 45◦ = 2 · 2

√
2 · 1√

2
= 4

2.
−−→
AB ·

−−→
AC = 2 · 2

√
2 · cos 45◦ = 2 · 2

√
2 · 1√

2
= 4

3.
−−→
OA ·

−−→
AC = 2 · 2

√
2 · cos 135◦ = 2 · 2

√
2 ·

(
− 1√

2

)
= −4

◀
−−→
OA を始点 A になるよう平行移

動するとよい．または，
−−→
OA ·
−−→
AC =

−
−−→
AO ·

−−→
AC と考えてもよい．

4.
−−→
OA ·

−−→
OD = 2 · 2 · cos 90◦ = 0

5.
−−→
OA ·

−−→
GC = 2 · 2 · cos 90◦ = 0

6.
−−→
OA ·

−→
CF = 2 · 2

√
2 · cos 45◦ = 2 · 2

√
2 · 1√

2
= 4

7.
−−→
OA ·

−−→
BG = 2 · 2

√
2 · cos 135◦ = 2 · 2

√
2 ·

(
− 1√

2

)
= −4

8.
−−→
DA ·

−−→
DC = 2

√
2 · 2
√

2 · cos 60◦ = 2
√

2 · 2
√

2 · 1
2
= 4 ◀ △DAC は正三角形になる
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【例題 85】 内積の定義 (2) a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3 を用いて，次の内積を計算しなさい．

1. a⃗ =

 3
1
−2

, b⃗ =

 4
−1
2

のときの内積 a⃗ · b⃗ 2. a⃗ =

−3
2
0

, b⃗ =

016
のときの内積 a⃗ · b⃗

3. x⃗ =

300
, y⃗ =

020
のときの内積 x⃗ · y⃗ 4. p⃗ =

a00
, q⃗ =

0bc
のときの内積 p⃗ · q⃗

【解答】

1. a⃗ · b⃗ = 3 ·4+1 · (−1)+ (−2) ·2 = 7 2. a⃗ · b⃗ = (−3) · 0 + 2 · 1 + 0 · 6 = 2

3. x⃗ · y⃗ = 0 + 0 + 0 = 0 4. p⃗ · q⃗ = 0 + 0 + 0 = 0

2. ベクトルの内積の利用

A. ベクトルの垂直条件・なす角の計算

a⃗, b⃗のなす角が 90◦ のとき，a⃗, b⃗は垂直 (perpendicular)であると言い，a⃗ ⊥ b⃗と表される．
ベクトルの垂直

0⃗でないベクトル a⃗, b⃗について， a⃗ ⊥ b⃗⇔ a⃗ · b⃗ = 0 が成り立つ．

【例題 86】

a⃗ =

−2
3
x

, b⃗ =

 x
4
−1

が a⃗ ⊥ b⃗を満たすとき，xの値を求めよ．

【解答】 a⃗ · b⃗ = 0⇔ −2x + 12 − x = 0⇔ 12 = 3x ∴ x = 4

【練習 87：ベクトルの垂直条件】

a⃗ =

123
, d⃗ =

−1
1
3

とし，p⃗ = a⃗ + td⃗とする．

(1) p⃗を tを用いて成分表示しなさい． (2) a⃗ ⊥ p⃗となる tを求めなさい．

【解答】

(1) p⃗ =

123
 + t

−1
1
3

 =
 1 − t

2 + t
3 + 3t


◀この式は，A(1, 2, 3) を通り d⃗ を
方向ベクトルとした直線の，ベク

トル方程式となっている．

(2) a⃗ · p⃗ = 0 ⇔ 1(1 − t) + 2(2 + t) + 3(3 + 3t) = 0

⇔ 14 + 10t = 0 ∴ t = − 7
5
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B. 空間内のベクトルのなす角

2つのベクトルのなす角も，平面の場合と同じように求められる．右図の a⃗ =

123
, b⃗ =

321
について

P(1,2,3)

1
2

Q(3,2,1)
3

2θO

x

y

z

a⃗ · b⃗ = 3 + 4 + 3 = 10

である．一方， a⃗ =
√

12 + 22 + 32 =
√

14, b⃗ =
√

32 + 22 + 12 =
√

14より

a⃗ · b⃗ =
√

14 ·
√

14 · cos θ = 14 cos θ

である．こうして，内積 a⃗ · b⃗を 2通りで求められたので

14 cos θ = 10 ⇔ cos θ = 5
7

と分かる．このように，内積を用いてベクトルのなす角を計算できる．

【例題 88】 以下のベクトル a⃗, b⃗のなす角 θ について，cos θ をそれぞれ求めよ．また，θ が求められる

場合は θの値も求めよ．

1. a⃗ =

123
, b⃗ =

 3
−1
2

 2. a⃗ =

100
, b⃗ =

111
 3. a⃗ =

345
, b⃗ =

 1
−2
−2


【解答】

1. 成分を用いて a⃗ · b⃗ = 3 − 2 + 6 = 7．

一方， a⃗ =
√

12 + 22 + 32 =
√

14, b⃗ =
√

32 + (−1)2 + 22 =
√

14 よ

り，a⃗ · b⃗ =
√

14
√

14 cos θ = 14 cos θ．よって

14 cos θ = 7 ⇔ cos θ = 1
2
であり，θ = 60◦

2. 成分を用いて a⃗ · b⃗ = 1 + 0 + 0 = 1．

一方， a⃗ = 1, b⃗ =
√

12 + 12 + 12 =
√

3 より，a⃗ · b⃗ = 1 ·
√

3 cos θ．

よって

√
3 cos θ = 1 ⇔ cos θ = 1

√
3

◀これは，x 軸と b⃗ のなす角を計算
していることになる．

3. 成分を用いて a⃗ · b⃗ = 3 − 8 − 10 = −15．

一方， a⃗ =
√

32 + 42 + 52 =
√

50 = 5
√

2, b⃗ =
√

12 + (−2)2 + (−2)2 =

3より，a⃗ · b⃗ = 5
√

2 · 3 cos θ = 15
√

2 cos θ．よって

15
√

2 cos θ = −15 ⇔ cos θ = − 1
√

2
であり，θ = 135◦

2つのベクトルのなす角（空間）

a⃗ =

a1
a2
a3

, b⃗ =

b1
b2
b3

のなす角 θは，内積の定義 a⃗ · b⃗ = a⃗ b⃗ cos θに，a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3,

a⃗ =
√

a2
1 + a2

2 + a2
3, b⃗ =

√
b2

1 + b2
2 + b2

3 を代入すれば求められる．
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【練習 89：2つのベクトルに直交するベクトル】

(1) a⃗ =

 2
0
−1

, b⃗ =

310
の両方に直交し，大きさ √14のベクトル p⃗を求めよ．

(2) a⃗ =

 1
3
−1

, b⃗ =

 1
−2
0

の両方に直交する単位ベクトル e⃗を求めよ．

【解答】

(1) p⃗ =

x
y
z

とおく．a⃗ =

 2
0
−1

, b⃗ =

310
と直交するので

a⃗ · p⃗ = 0 ⇔ 2x − z = 0 ⇔ z = 2x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

b⃗ · p⃗ = 0 ⇔ 3x + y = 0 ⇔ y = −3x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

ここで， p⃗ =
√

14であるから√
x2 + y2 + z2 =

√
14 ⇔ x2 + y2 + z2 = 14 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3⃝

1⃝， 2⃝を 3⃝に代入して

x2 + (−3x)2 + (2x)2 = 14 ⇔ 14x2 = 14

よって，x2 = 1となるから x = ±1．x = 1,−1を y = −3x, z = 2xに代

入して， p⃗ =

 1
−3
2

,
−1

3
−2

． ◀ 1⃝， 2⃝

(2) e⃗ =

x
y
z

とおく．a⃗ =

 1
3
−1

, b⃗ =

 1
−2
0

と直交するので
a⃗ · e⃗ = 0 ⇔ x + 3y − z = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4⃝

b⃗ · e⃗ = 0 ⇔ x − 2y + 0 = 0 ⇔ x = 2y · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5⃝

5⃝を 4⃝に代入して 2y + 3y − z = 0 ⇔ z = 5y · · · · · · · · 6⃝．
一方， e⃗ = 1であるから ◀単位ベクトルとは，長さ 1 のベク

トルのこと√
x2 + y2 + z2 = 1 ⇔ x2 + y2 + z2 = 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7⃝

5⃝， 6⃝を 7⃝に代入して

(2y)2 + y2 + (5y)2 = 1 ⇔ 30y2 = 1

よって，y2 =
1
30
となるから y = ± 1√

30
．

y = 1√
30
,− 1√

30
を x = 2y, z = 5yに代入して，e⃗ =


2√
30
1√
30
5√
30

,

− 2√

30
− 1√

30
− 5√

30

． ◀ 5⃝， 6⃝
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C. 結合法則・交換法則・分配法則～内積と掛け算の類似

平面ベクトルの場合と同じように，空間のベクトルでも，内積では結合法則・交換法則・分配法則が成り

立ち，
・
ベ
・
ク
・
ト
・
ル a⃗の・2・乗・は・存・在・し・な・い．

内積の結合法則・交換法則・分配法則・同じベクトルの内積

どんなベクトル a⃗, b⃗, c⃗についても，次の等式が成り立つ．

(I) （定数倍）実数 kについて，(ka⃗) · b⃗ = k(a⃗ · b⃗), a⃗ · (kb⃗) = k(a⃗ · b⃗)

(II) （交換法則）a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗
(III) （分配法則）a⃗ · (b⃗ + c⃗) = a⃗ · b⃗ + a⃗ · c⃗, (a⃗ + b⃗) · c⃗ = a⃗ · c⃗ + b⃗ · c⃗
(IV) （同じベクトルの内積）どんなベクトル a⃗についても，a⃗ · a⃗ = a⃗

2
になる．

これらの性質により，空間のベクトルの内積も，文字式の展開と類似した等式が成り立つ．また，3つの

ベクトルについて，次の等式も成り立つ．

3つのベクトルの和の大きさ 2乗

任意の a⃗, b⃗, c⃗に対して等式 a⃗ + b⃗ + c⃗
2
= a⃗

2
+ b⃗

2
+ c⃗

2
+ 2a⃗ · b⃗ + 2b⃗ · c⃗ + 2⃗c · a⃗が成り立つ．

展開公式 (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2caに類似した等式である．証明は，下の例題を参照

のこと．

【例題 90】 以下の，等式変形について， にあてはまるものを，以下の 1 ～ 4 で答えよ（同じ番号

を繰り返し選んでもよい）．

1 （定数倍）(ka⃗) · b⃗ = k(a⃗ · b⃗) = a⃗ · (kb⃗) 2 （交換法則）a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗
3 （分配法則）a⃗ · (b⃗ + c⃗) = a⃗ · b⃗ + a⃗ · c⃗, (a⃗ + b⃗) · c⃗ = a⃗ · c⃗ + b⃗ · c⃗ 4 a⃗ · a⃗ = a⃗

2

a⃗ + b⃗ + c⃗
2
= (a⃗ + b⃗ + c⃗) · (a⃗ + b⃗ + c⃗) ← ア を用いた

= a⃗ · a⃗ + a⃗ · b⃗ + a⃗ · c⃗ + b⃗ · a⃗ + b⃗ · b⃗ + b⃗ · c⃗ + c⃗ · a⃗ + c⃗ · b⃗ + c⃗ · c⃗ ← イ を用いた

= a⃗ · a⃗ + a⃗ · b⃗ + c⃗ · a⃗ + a⃗ · b⃗ + b⃗ · b⃗ + b⃗ · c⃗ + c⃗ · a⃗ + c⃗ · b⃗ + c⃗ · c⃗ ← ウ を用いた

= a⃗
2
+ b⃗

2
+ c⃗

2
+ 2a⃗ · b⃗ + 2b⃗ · c⃗ + 2⃗c · a⃗ ← エ を用いた

【解答】 ア : 4 ，イ : 3 ，ウ : 2 ，エ : 4

【例題 91】 a⃗ =
√

2, b⃗ =
√

3, c⃗ =
√

5, a⃗ · b⃗ = 1, b⃗ · c⃗ = 2, c⃗ · a⃗ = −1とするとき，以下の値を計

算しなさい．

1. a⃗ · (b⃗ + c⃗) 2. (a⃗ − 3b⃗) · a⃗ 3. a⃗ + 2b⃗
2

4. a⃗ + b⃗ + c⃗
2

【解答】

1.（与式）= a⃗ · b⃗ + a⃗ · c⃗ = 1 − 1 = 0 ◀ a⃗ · c⃗ = c⃗ · a⃗ = −1

2.（与式）= a⃗
2 − 3b⃗ · a⃗ = 2 − 3 = −1

3.（与式）= a⃗
2
+ 4a⃗ · b⃗ + 4 b⃗

2
= 2 + 4 · 1 + 4 · 3 = 18 ◀つまり a⃗ + 2b⃗ = 3

√
2 である
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4.（与式）= a⃗
2
+ b⃗

2
+ c⃗

2
+ 2a⃗ · b⃗ + 2b⃗ · c⃗ + 2⃗c · a⃗

= 2 + 3 + 5 + 2 · 1 + 2 · 2 + 2 · (−1) = 14 ◀つまり a⃗ + b⃗ + c⃗ =
√

14 である

【練習 92：平行六面体の対角線の長さ】
右の平行六面体 OADB-CEGFにおいて，OA = 3, OB = 6, OC = 4, a⃗

b⃗

c⃗
E

C

G

A

F

O

D

B
60◦∠AOB = ∠AOC = 90◦, ∠BOC = 60◦ とし，

−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とする．

(1) 内積 a⃗ · b⃗, b⃗ · c⃗, c⃗ · a⃗を求めよ． (2)
−−→
FD,

−−→
OG,

−−→
AFを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

(3)
−−→
FD ,

−−→
OG ,

−−→
AF を求めよ．

【解答】

(1) a⃗ · b⃗ = 0, b⃗ · c⃗ = 6 · 4 cos 60◦ = 12, c⃗ · a⃗ = 0 ◀垂直ならば内積 0

(2)
−−→
FD =

−−→
FG +

−−→
GD = a⃗ − c⃗,

−−→
OG = a⃗ + b⃗ + c⃗

−−→
AF =

−−→
AO +

−−→
OB +

−→
BF = −a⃗ + b⃗ + c⃗

(3)
−−→
FD = a⃗ − c⃗ であり，

a⃗ − c⃗
2
= a⃗

2 − 2a⃗ · c⃗ + c⃗
2
= 32 − 0 + 42 = 25

よって，
−−→
FD > 0より，

−−→
FD =

√
25 = 5．また

−−→
OG

2
= a⃗ + b⃗ + c⃗

2

= a⃗
2
+ b⃗

2
+ c⃗

2
+ 2a⃗ · b⃗ + 2b⃗ · c⃗ + 2c⃗ · a⃗

= 32 + 62 + 42 + 0 + 2 · 12 + 0 = 85

よって，
−−→
OG > 0より，

−−→
OG =

√
85．同様に

−−→
AF

2
= −a⃗ + b⃗ + c⃗

2

= a⃗
2
+ b⃗

2
+ c⃗

2 − 2a⃗ · b⃗ + 2b⃗ · c⃗ − 2⃗c · a⃗
= 32 + 62 + 42 − 0 + 2 · 12 − 0 = 85

よって，
−−→
AF > 0より，

−−→
AF =

√
85．
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1B.4 空間における位置ベクトル

1. 座標と位置ベクトル

A. 座標と位置ベクトルの同一視
・
始
・
点
・
を
・
固
・
定して考えられたベクトルを位置ベクトル (position vector)と言う（p.22）*23ことは，空間のベ

クトルでも同じであり，次の 2つの文章は同じ意味である．

同じ意味

・Oを始点とした位置ベクトルを考え，
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とする

・Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)とする　←簡略化された

また，平面の場合と同じように，座標空間内で，位置ベクトルの始点として原

A(a⃗)

3

1

2

O

x

y

z

点 (0, 0, 0)を固定すると，「位置ベクトル」と「座標」は一致する．

たとえば，原点を始点とした右図の A(a⃗) について，A(3, 1, 2) であるが，

−−→
OA =

312
であるから，「a⃗ =

312
である」と言ってもよい．

平面上の位置ベクトルで成り立っていた，以下の公式もそのまま成り立つ．

位置ベクトルの公式

Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)とするとき，以下が成り立つ．

A(a⃗)

B(b⃗)
P( p⃗)

m⃝
n⃝内分の場合

A

P

B

m⃝

n⃝
外分（ｍ＜ｎ）

1.
−−→
AB = b⃗ − a⃗である（p.56, 23）． ←「まで」引く「から」

2. 線分 ABを m : nに内分する点 P( p⃗)について p⃗ = na⃗ + mb⃗
m + n

（p.24）

3. 線分 AB を m : n に外分する点 P( p⃗) は，AP : PB を m : (−n) ま

たは (−m) : n に・内分する点 P を考えることと同じことであり，

p⃗ = −na⃗ + mb⃗
m − n

または p⃗ = na⃗ − mb⃗
−m + n

である（p.25）．

4. △ABCの重心 G(g⃗)は g⃗ = a⃗ + b⃗ + c⃗
3

となる（p.26）．

【例題 93】 に適当な文字・数字を入れなさい．

A(a⃗)

4

1

3

B(b⃗)

1
3

4

O

x

y

z

1. Aを始点として D(d⃗)，F( f⃗ )とすると，d⃗ =
−−−−−→
ア イ , f⃗ =

−−−−−→
ウ エ である．

2. 右の座標空間内で，原点 Oを始点として A(a⃗)，B(b⃗)とする．

a⃗ =


オ

カ

キ

であり，b⃗ =


ク

ケ

コ

である．

1. d⃗ =
アイ

−−→
AD ， f⃗ =

ウエ

−−→
AF 2. a⃗ =

オカキ

4
1
3

 , b⃗ =

クケコ

1
3
4


*23 位置ベクトルにおいて，始点として固定された点は基点とも言う．
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【練習 94：位置ベクトルの公式～その１～】

Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)，X(x⃗)，Y(⃗y)とする．x⃗ = a⃗ + 2b⃗ + c⃗, y⃗ = −a⃗ + b⃗ + c⃗であるとき

(1)
−−→
AC,

−−→
AX,

−−→
XYを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

(2) a⃗ =

 1
−2
1

, b⃗ =

 1
0
−2

, c⃗ =

 2
−1
3

のとき，x⃗,
−−→
XYを成分表示しなさい．

【解答】

(1)
−−→
AC = c⃗ − a⃗，

−−→
AX = (a⃗ + 2b⃗ + c⃗) − a⃗ = 2b⃗ + c⃗

−−→
XY = (−a⃗ + b⃗ + c⃗) − (a⃗ + 2b⃗ + c⃗) = −2a⃗ − b⃗

(2) x⃗ =

 1
−2
1

 + 2

 1
0
−2

 +
 2
−1
3

 =
 5
−3
0


−−→
XY = −2a⃗ − b⃗ = −2

 1
−2
1

 −
 1

0
−2

 =
−3

4
0


【練習 95：位置ベクトルの公式～その２～】

Oを始点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)とする．

(1) 線分 ABを 1 : 3に内分する点 E(⃗e)，2 : 5に内分する点 F( f⃗ )について，e⃗, f⃗ を a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

(2) 線分 ACを 7 : 3に・外分する点 P( p⃗)，2 : 3に・外分する点 Q(q⃗)について， p⃗, q⃗を a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

(3) △EPCの重心 G(g⃗)を a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

(4) 始点 Oが (0, 0)であり，A(1, 2, 1)，B(−2, 1, 0)，C(0, 1, 1)であるとき，

a⃗ =


ア

イ

ウ

, b⃗ =


エ

オ

カ

, c⃗ =


キ

ク

ケ

を (1)，(3)の結果に代入して e⃗ =


コ

サ

シ

, g⃗ =


ス

セ

ソ

を得る．
よって，E，Gの座標は E( コ , サ , シ )，G( ス , セ , ソ )となる．

【解答】

(1) e⃗ = 3 · a⃗ + 1 · b⃗
1 + 3

=
3a⃗ + b⃗

4
， f⃗ = 5 · a⃗ + 2 · b⃗

2 + 5
=

5a⃗ + 2b⃗
7

(2) 7 : (−3)に内分すると考え p⃗ =
(−3) · a⃗ + 7 · c⃗

7 + (−3)
=
−3a⃗ + 7c⃗

4
，

(−2) : 3に内分すると考え q⃗ =
3 · a⃗ + (−2) · c⃗
−2 + 3

= 3a⃗ − 2c⃗

(3) (1)の結果から

g⃗ =
e⃗ + p⃗ + c⃗

3
=

3a⃗+b⃗
4 +

−3a⃗+7⃗c
4 + c⃗

3
=

1
4 b⃗ + 11

4 c⃗
3

=
b⃗ + 11c⃗

12

(4) a⃗ =

アイウ

1
2
1

 , b⃗ =

エオカ

−2
1
0

 , c⃗ =

キクケ

0
1
1

 であり，これを代入して

e⃗ = 3a⃗ + b⃗
4

=
1
4

3

121
 +

−2
1
0


 = 1

4

173
 =

コサシ


1
4
7
4
3
4


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g⃗ = b⃗ + 11c⃗
12

=
1
12


−2

1
0

 + 11

011

 = 1

12

−2
12
11

 =
スセソ


− 1

6
1
11
12


よって，E

(
1
4
, 7

4
, 3

4

)
，G

(
− 1

6
, 1, 11

12

)
である．

2. 位置ベクトルと幾何ベクトルとの関係
始点をそろえれば，幾何ベクトルであっても位置ベクトルの公式が使えることは，時

に図を描くのが困難な空間において，いっそう重要になる．

A. 幾何ベクトルにおいて，内分・外分の公式を用いる

（例）四面体 ABCD において，線分 BC を 2 : 1 に内分する点を E，線分

B

C

D

A

E

M

DE の中点を M，△ACM の重心を G とするとき，
−−→
AM，

−−→
AG を

−−→
AB，

−−→
AC，

−−→
ADで表せ．

【解】Aを始点として内分の公式より
−−→
AE =

−−→
AB + 2

−−→
AC

3
=

1
3
−−→
AB + 2

3
−−→
AC．　　←始点揃えればＯＫ

さらに，
−−→
AM = 1

2

(−−→
AD +

−−→
AE

)
=

1
2

(−−→
AD + 1

3
−−→
AB + 2

3
−−→
AC

)
=

1
6
−−→
AB + 1

3
−−→
AC + 1

2
−−→
AD

また，
−−→
AG = 1

3

(−−→
AA +

−−→
AC +

−−→
AM

)
=

1
3

(
0⃗ +
−−→
AC + 1

6
−−→
AB + 1

3
−−→
AC + 1

2
−−→
AD

)
=

1
18
−−→
AB+ 4

9
−−→
AC+ 1

6
−−→
AD

【例題 96】 四面体 ABCDにおいて，辺 BCを 3 : 2に内分する点を E，辺 DE

B

C

D

A

の中点をM，△ABMの重心を Gとする．

1.
−−→
AE，

−−→
AM，

−−→
AGを

−−→
AB，

−−→
AC，

−−→
ADで表せ．

2. 辺 BMを 5 : 1に・外分する点を Pとする
−−→
APを

−−→
AB，

−−→
AC，

−−→
ADで表せ．

【解答】

1. Aを始点として揃え，内分や重心の公式を用いると

−−→
AE = 2

−−→
AB + 3

−−→
AC

3 + 2
=

2
−−→
AB + 3

−−→
AC

5
−−→
AM =

1
2

(−−→
AD +

−−→
AE

)
=

1
2

−−→AD + 2
−−→
AB + 3

−−→
AC

5

 = 1
5
−−→
AB +

3
10
−−→
AC + 1

2
−−→
AD

−−→
AG = 1

3

(−−→
AA +

−−→
AB +

−−→
AM

)
=

1
3

(
0⃗ +
−−→
AB + 1

5
−−→
AB + 3

10
−−→
AC + 1

2
−−→
AD

)
=

2
5
−−→
AB + 1

10
−−→
AC + 1

6
−−→
AD
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2. 5 : (−1)に内分すると考えて

−−→
AP = −

−−→
AB + 5

−−→
AM

5 + (−1)

=
1
4

{
−
−−→
AB + 5

(
1
5
−−→
AB + 3

10
−−→
AC + 1

2
−−→
AD

)}
=

1
4

(
3
2
−−→
AC + 5

2
−−→
AD

)
=

3
8
−−→
AC + 5

8
−−→
AD ◀結果的に，辺 CD を 5:3 に内分し

た点が P になっていると分かる．

B. 幾何ベクトルの問題を位置ベクトルで考える

始点が揃ってないときは「ベクトルの差～位置ベクトルへの変換」を用いれば良い．

（例）四面体 OABCにおいて，線分 ABを 2 : 1に内分する点を L，線分 OCの

A

B

C

O

中点をMとするとき，
−−→
LMを

−−→
OA，

−−→
OB，

−−→
OCで表せ．

【解】Oを始点として内分の公式より
−−→
OL =

−−→
OA + 2

−−→
OB

3
，
−−→
OM = 1

2
−−→
OCである

から
−−→
LM =

−−→
OM −

−−→
OL = 1

2
−−→
OC −

−−→
OA + 2

−−→
OB

3
= − 1

3
−−→
OA − 2

3
−−→
OB + 1

2
−−→
OC．

【例題 97】
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗である四面体 OABCにおいて，辺 OAの中点を D，辺 AB，BC

を 3 : 1に内分する点をそれぞれ E，Fとする．

1.
−−→
CE，

−−→
DFを a⃗，b⃗，c⃗で表せ． 2. △DEFの重心を Gとする．

−−→
AGを a⃗，b⃗，c⃗で表せ．

【解答】

1.
−−→
OD = 1

2
a⃗,
−−→
OE = a⃗ + 3b⃗

4
,
−−→
OF = b⃗ + 3⃗c

4
であるから ◀ O を始点に内分の公式を用いた

−−→
CE =

−−→
OE −

−−→
OC = a⃗ + 3b⃗

4
− c⃗ = 1

4
a⃗ + 3

4
b⃗ − c⃗ ◀ a⃗ + 3b⃗ − 4c⃗

4
と答えてもよい．以

下も同様である．−−→
DF =

−−→
OF −

−−→
OD = b⃗ + 3⃗c

4
− 1

2
a⃗ = − 1

2
a⃗ + 1

4
b⃗ + 3

4
c⃗

2.
−−→
OG = 1

3

(−−→
OD +

−−→
OE +

−−→
OF

)
=

1
3

(
1
2

a⃗ + a⃗ + 3b⃗
4

+
b⃗ + 3⃗c

4

)
=

1
3

(
3
4

a⃗ + b⃗ + 3
4

c⃗
)
=

1
4

a⃗ + 1
3

b⃗ + 1
4

c⃗
◀ O を始点に重心の公式を用いた

よって，
−−→
AG =

−−→
OG −

−−→
OA = 1

4
a⃗ + 1

3
b⃗ + 1

4
c⃗ − a⃗ = − 3

4
a⃗ + 1

3
b⃗ + 1

4
c⃗．
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1B.5 空間におけるベクトル方程式

1. 空間における直線のベクトル方程式

A. 空間における直線の方程式

以下の内容は，平面のベクトル方程式 (p.42)で学んだことが，空間においてもそのまま成り立つ．
直線のベクトル方程式（空間）

(1) A(a⃗)を通り d⃗に平行な直線 lのベクトル方程式は p⃗ = a⃗ + td⃗（tは実数）である．

d⃗を方向ベクトルである． ↑（Ｐの座標）＝（Ａの座標）＋ d⃗ の定数倍

(2) 2点 A(a⃗)，B(b⃗)を通る直線 AB上のベクトル方程式は p⃗ = (1 − t)a⃗ + tb⃗（tは実数）である．

この式は p⃗ = sa⃗ + tb⃗ (s + t = 1)とも表せる． ↑ＡＰ：ＰＢ＝ｔ：（１－ｔ）の内分点

また，0 ≦ t ≦ 1（または 0 ≦ s, 0 ≦ t）に制限すると，これは線分 ABを表わす．

いずれの場合も tを媒介変数 (parameter) という．

B. 空間における直線の方程式の成分表示

たとえば，A(3, 4,−2)を通り d⃗ =

−1
2
3

に平行な直線 lの方程式は， p⃗ = a⃗ + td⃗を利用して

p⃗ =

 3
4
−2

 + t

−1
2
3

 =
 3 − t

4 + 2t
−2 + 3t

 ⇒ p⃗ =

x
y
z

とおくと


x = 3 − t
y = 4 + 2t
z = −2 + 3t

となる．これは，直線 lの成分表示と呼ばれる．

上の事実から，「Pが直線 l上にある」ことを「P(3 − t, 4 + 2t,−2 + 3t)と表せる」と言い換えても良い．

また，A(3, 4,−2)，B(−1, 3, 1)を通る直線の成分表示は， p⃗ = (1 − t)a⃗ + td⃗を利用して以下となる．

p⃗ = (1 − t)

 3
4
−2

 + t

−1
3
1

 =
 3 − 3t

4 − 4t
−2 + 2t

 +
−t
3t
t

 =
 3 − 4t

4 − t
−2 + 3t

 ⇒ p⃗ =

x
y
z

とおくと


x = 3 − 4t
y = 4 − t
z = −2 + 3t

平面の場合，成分表示から t を消去して x, y の 1 つの方程式を求めることができた．空間の場

合，たとえば上の lから tを消去すると，3 − x =
y − 4

2
=

z + 2
3
のようになり，1つの等式にま

とめることができない．
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【例題 98】 A(2, 1,−3)，B(−2, 1, 3)とする．次の直線の方程式を，媒介変数 tを用いて答えよ．

1. Aを通り d⃗ =

321
に平行な直線 l 2. 直線 AB 3. 原点 Oと Bを通る直線

【解答】

1. p⃗ = a⃗ + td⃗に a⃗ =

 2
1
−3

, d⃗ =

321
を代入して

p⃗ =

 2
1
−3

 + t

321
 =

2 + 3t
1 + 2t
−3 + t


よって，lの方程式は


x = 2 + 3t
y = 1 + 2t
z = −3 + t

（t は実数）である．

2. p⃗ = (1 − t)a⃗ + tb⃗に a⃗ =

 2
1
−3

, b⃗ =

−2
1
3

を代入して
p⃗ = (1 − t)

 2
1
−3

 + t

−2
1
3

 =
 2 − 4t

1
−3 + 6t


よって，直線 ABの方程式は


x = 2 − 4t
y = 1
z = −3 + 6t

（t は実数）である．

3. p⃗ = (1 − t)a⃗ + tb⃗に a⃗ =

000
, b⃗ =

−2
1
3

を代入して
◀直線 AB の A を原点におきかえ
ればよい

p⃗ = (1 − t)

000
 + t

−2
1
3

 =
−2t

t
3t

 ∴


x = −2t
y = t
z = 3t

（t は実数）
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【練習 99：空間内の直線に下ろした垂線の足】

A(1, 2,−1)を通り d⃗1 =

 1
−3
2

に平行な直線 l，B(2, 0,−1)を通り d⃗2 =

 2
1
−3

に平行な直線 mがある．

(1) l上の点 Pを媒介変数表示で表わせ．

(2) BPと直線 lが垂直であるとき，Pの座標を求めよ．

(3) Aから直線 mへ下ろした垂線の足を求めよ．

【解答】

(1) P(x, y, z)とおくと

x
y
z

 =
 1

2
−1

 + td⃗1 =

 1 + t
2 − 3t
−1 + 2t


(2)
−→
BP · d⃗1 = 0であればよい．

−→
BP =

 1 + t
2 − 3t
−1 + 2t

 −
 2

0
−1

 =
−1 + t
2 − 3t

2t

より
−→
BP · d⃗1 = 0 ⇔ (−1 + t) · 1 + (2 − 3t)(−3) + 2t · 2 = 0

⇔ −1 + t − 6 + 9t + 4t = 0 ⇔ t = 1
2

よって，(1)の結果に代入して P
( 3

2
,

1
2
, 0

)
．

(3) 直線 m 上の点を Q とすると，
−−→
AQ · d⃗2 = 0 であるような Q を求め

ればよい．Q の座標 (x, y, z) について，直線 m の媒介変数表示よりx
y
z

 =
 2

0
−1

 + s

 2
1
−3

 =
 2 + 2s

s
−1 − 3s

 · · · · · · · · 1⃝とおけるので

−−→
AQ =

 2 + 2s
s

−1 − 3s

 −
 1

2
−1

 =
1 + 2s

s − 2
−3s

となり
−−→
AQ · d⃗2 = 0 ⇔ (1 + 2s) · 2 + (s − 2) · 1 + (−3s) · (−3) = 0

⇔ 2 + 4s + s − 2 + 9s = 0 ⇔ s = 0

1⃝に代入して Q(2, 0,−1)． ◀つまり、Q と B が一致して AB ⊥
m

2. 空間における平面の方程式

A. 平面 z = c，y = b，x = a

たとえば，xy平面上の点は z座標が必ず 0であり，逆に，z座標が 0である点は必ず xy平面上にある．

このため，xy平面は「平面 z = 0」と表す事もできる．

また，z座標が 2である点を集めると，xy平面に平行な平面になるので，これは「平面 z = 2」と表わす．
平面 z = c，y = b，x = a

xy平面に平行で z座標が cの平面を「平面 z = c」，zx平面に平行で y座標が bの平面を「平面 y = b」，

yz平面に平行で x座標が aの平面を「平面 x = a」と表わす．
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たとえば yz平面に平行な面は，y, z軸方向に広がり，広がって・い・な・い x座標だけが定まっている．

【例題 100】 A(2, 3,−1)を通る，以下の平面を表す式を答えよ．

1. xy平面に平行な平面 2. yz平面に平行な平面 3. zx平面に平行な平面

【解答】

1. z = −1 2. x = 2 3. y = 3

B. 発 展 空間における法線ベクトル

平面において，法線ベクトル n⃗をもつ直線はすべて同じ向きであった．

空間の場合，法線ベクトル n⃗をもつ直線は様々な向きをもつが，それらはすべて，ある平面にすべて平行

である．このため，A(a⃗)を通り n⃗に垂直な図形は平面を表わす．

一般に，n⃗が平面 αに垂直なとき，n⃗を平面 αの法線ベクトルという．

C. 発 展 平面の方程式

A(2, 1, − 3)とする．空間内の点 Pが，
−−→
APと n⃗ =

 1
4
−2

が垂直になるよう動くとき，Pは Aを通り n⃗に

垂直な平面上を動く．そこで P(x, y, z)とおくと，次のようにして x, y, zの満たす等式が得られる．

−−→
AP ⊥ n⃗⇔

−−→
AP · n⃗ = 0 ⇔

x − 2
y − 1
z + 3

 ·
 1

4
−2

 = 0

⇔ (x − 2) + 4(y − 1) − 2(z + 3) = 0⇔ x + 4y − 2z = 12

これが，Aを通り n⃗に垂直な平面の方程式になっている．また，x, y, zの係数 1, 4,−2が，この平面の法線

ベクトル n⃗の成分になっている．

一般に，以下の事実が成り立つ．

平面の方程式

座標空間における平面の方程式は，1次式 ax+by+cz = dで表わされる（ただし，(a, b, c) , (0, 0, 0)

とする）．また，係数を各成分に書き並べたベクトル

abc
は，その平面の法線ベクトルになる．

3. 空間内の球の方程式

球は，中心と半径のみで定まる．

中心が Cで半径 r の球面を K とする．K 上に点 Pがあることは，式
−→
CP = r と同値である．この式を

球のベクトル方程式といい，座標表示に書き直すと次のようになる．
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球面の方程式

中心 C(a, b, c)，半径 rの球面 K の方程式は (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2 である．

（証明）球面 Kのベクトル方程式
−→
CP = rについて，K 上の点 Pを (x, y, z)とすると

−→
CP = r ⇔

√
(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r

この両辺を 2乗して，球面の方程式 (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2 を得る．

【例題 101】 中心が (−1, 2, 3)，半径 4の球面を K とする．

1. 球面 K の方程式を答えよ．

2. K と平面 x = 1が交わってできる円の方程式を y, zで表し，中心と半径を答えよ．

3. K と xy平面が交わってできる円の方程式を x, yで表し，中心と半径を答えよ．

【解答】

1. (x + 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = 16
2. K の方程式 (x + 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = 16に x = 1を代入して

(1 + 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = 16 ⇔ (y − 2)2 + (z − 3)2 = 12

よって，中心は (1, 2, 3)，半径は 2
√

3． ◀中心は平面 x = 1 上にあるので，
中心の x 座標は 1 である．3. xy平面を表す式 z = 0を，K の式に代入して

(x + 1)2 + (y − 2)2 + (0 − 3)2 = 16 ⇔ (x + 1)2 + (y − 2)2 = 7

よって，中心は (−1, 2, 0)，半径は
√

7．

【練習 102：球面の方程式】

a > 0とする．球面 K が式 x2 + y2 + z2 + 2x − 2az = a2 − 1で表されているとする．

(1) 球面 K の中心と半径を，aを用いて表せ．

(2) xy平面と交わってできる円の半径が 3のとき，aの値を求めよ．

【解答】

(1) 式を平方完成すると

x2 + y2 + z2 + 2x − 2az = a2 − 1

⇔ (x2 + 2x + 1) − 1 + y2 + (z2 − 2az + a2) − a2 = a2 − 1

⇔ (x + 1)2 + y2 + (z − a)2 = 2a2

a > 0より
√

2a2 =
√

2aなので，K の中心は (−1, 0, a)，半径は
√

2a．
(2) xy平面を表す z = 0を代入して

(x + 1)2 + y2 + (0 − a)2 = 2a2 ⇔ (x + 1)2 + y2 = a2

この円の半径 aが 3になればよいので a = 3．
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1B.6 ベクトルの空間図形への応用

1. 応用（１）～平面上のベクトルの拡張

以下の内容は，平面上のベクトルと同じように考える事ができる．

空間内における平面上のベクトル

(1)「2点 C(⃗c)，D(d⃗)が一致する」⇔「c⃗ = d⃗」（位置ベクトルの場合）⇔「
−−→
AC =

−−→
AD」（始点 Aの場合）

(2) 「DE // FG」⇒
−−→
DE = k

−−→
FGとなる実数 kがある

(3)「3点 A，B，Cが同一直線上にある」⇔「
−−→
AB = k

−−→
ACとなる実数 kがある」

(4) 2直線の交点「AB，CDの交点 P( p⃗)」⇒「AP : PB = s : (1− s), CP : PD = t : (1− t)とおく」など

(5) 「AB ⊥ CD」⇒
−−→
AB ·

−−→
CD = 0

(6) （面積）△OAB = 1
2

√
−−→
OA

2 −−→
OB

2
−

(−−→
OA ·

−−→
OB

)2

A. 点の一致

【練習 103：点の一致～その１～】
四面体 ABCDにおいて，辺 AB，AC，BD，CDの中点を P，Q，R，Sとする．また，Oを始点とし，

A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)，D(d⃗)，P(p⃗)，Q(q⃗)，R(⃗r)，S(⃗s)とする．

(1) p⃗, q⃗, r⃗, s⃗を a⃗, b⃗, c⃗, d⃗で表わせ．

(2) 線分 PSの中点M1，QRの中点M2 が一致することを示せ．

(3) 辺 AD，BCの中点を T，Uとする．線分 TUの中点もM1，M2 に一致することを示せ．

【解答】

(1) P，Q，R，Sは辺 AB，AC，BD，CDの中点であるから

p⃗ = a⃗ + b⃗
2
, q⃗ = a⃗ + c⃗

2
, r⃗ = b⃗ + d⃗

2
, s⃗ = c⃗ + d⃗

2

(2) M1(m⃗1)，M2(m⃗2)とすると

m⃗1 =
1
2

(
p⃗ + s⃗

)
=

1
2

(
a⃗ + b⃗

2
+

c⃗ + d⃗
2

)
=

a⃗ + b⃗ + c⃗ + d⃗
4

m⃗2 =
1
2

(
q⃗ + r⃗

)
=

1
2

(
a⃗ + c⃗

2
+

b⃗ + d⃗
2

)
=

a⃗ + b⃗ + c⃗ + d⃗
4

よって，m⃗1 = m⃗2 であるから，M1 とM2 は一致する．

(3) T(⃗t)，U(u⃗)とすると，線分 TUの中点の位置ベクトルは

1
2

(⃗
t + u⃗

)
=

1
2

(
a⃗ + d⃗

2
+

b⃗ + c⃗
2

)
=

a⃗ + b⃗ + c⃗ + d⃗
4

となり m⃗1, m⃗2 と等しいので，M1 とM2 に一致する．
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【練習 104：点の一致～その２～】
四面体 OABCにおいて，△ABCの重心を G，辺 OA，OB，OCの中点を P，Q，Rとする．OGの中点

と，△PQRの重心が一致することを示せ．

【解答】 O を基点とし，A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)，G(g⃗) ，P(p⃗)，Q(q⃗)，R(⃗r) と

する．

OGの中点の位置ベクトルは 1
2

g⃗ = 1
2
· a⃗ + b⃗ + c⃗

3
=

a⃗ + b⃗ + c⃗
6

△PQRの重心の位置ベクトルは
p⃗ + q⃗ + r⃗

3
=

1
2 a⃗ + 1

2 b⃗ + 1
2 c⃗

3
=

a⃗ + b⃗ + c⃗
6

よって，位置ベクトルが一致するので，OGの中点と △PQRの重心は一

致する．

B. 平行，同一直線上～ k倍

【練習 105：2直線の平行】

四面体 OABCにおいて，△OAB，△OBCの重心を P，Qとする．
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗としたとき，

以下の問いに答えよ．

(1)
−−→
OP，

−−→
OQを a⃗, b⃗, c⃗で表せ． (2) PQ // ACを示せ．

(3) Dを
−−→
OD = 2b⃗となる点とし，△DACの重心を Rとする．線分 PQの中点をMとしたとき，3点 O，

M，Rが一直線上にあることを示せ．

【解答】

(1)
−−→
OP =

−−→
OO +

−−→
OA +

−−→
OB

3
=

a⃗ + b⃗
3

−−→
OQ =

−−→
OO +

−−→
OB +

−−→
OC

3
=

b⃗ + c⃗
3

(2)
−−→
PQ =

−−→
OQ −

−−→
OP =

(b⃗ + c⃗) − (a⃗ + b⃗)
3

=
c⃗ − a⃗

3
であり，

−−→
AC = c⃗ − a⃗となるから，

−−→
PQ = 1

3
−−→
ACと分かり，PQ // ACが示された．

(3)
−−→
OR =

−−→
OD +

−−→
OA +

−−→
OC

3
=

2b⃗ + a⃗ + c⃗
3

であり，

−−→
OM =

−−→
OP +

−−→
OQ

2
=

a⃗+b⃗
2 +

b⃗+c⃗
2

3
=

a⃗ + 2b⃗ + c⃗
6

であるから
−−→
OR = 2

−−→
OM

と分かり，3点 O，M，Rが一直線上にあることが示された．

【練習 106：同一直線上】

右図の平行六面体において，a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OCとする．△DEFの重心を P

E
C

G

A

F

O
D

B

とすると，3点 O，P，Gが同一直線上にあることを示せ．

また，OP : OGを求めよ．

【解答】 まず，Pが △DEFの重心であるから
−−→
OP = 1

3

(−−→
OD +

−−→
OE +

−−→
OF

)
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=
1
3

{
(a⃗ + b⃗) + (⃗c + a⃗) + (b⃗ + c⃗)

}
=

2
3

(a⃗ + b⃗ + c⃗)

一方，
−−→
OG = a⃗ + b⃗ + c⃗であるから，

−−→
OP = 2

3
−−→
OGとなる．よって，3点 O，

P，Gが同一直線上にあることが示された．

また，
−−→
OP = 2

3
−−→
OGより OP : OG = 2 : 3．

C. 2直線の交点

【練習 107：2直線の交点】
四面体 OABCにおいて，BCを 2 : 1に内分する点を D，△ABCの重心を G，直線 ADと BGの交点を

Pとする．
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とする．

(1) AP : PD = s : (1 − s)とおく．
−−→
OPを a⃗, b⃗, c⃗, sで表せ．

(2) BP : PG = t : (1 − t)とおく．
−−→
OPを a⃗, b⃗, c⃗, tで表せ． (3)

−−→
OPを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

【解答】 点 D は BC を 2 : 1 に内分するので，
−−→
OD = 1 ·

−−→
OB + 2 ·

−−→
OC

2 + 1
=

b⃗ + 2c⃗
3

· · · · · · · · 1⃝

点 Gは △ABCの重心より，
−−→
OG = a⃗ + b⃗ + c⃗

3
· · · · · · · · 2⃝

(1) AP : PD = s : (1 − s)より
−−→
OP = (1 − s)

−−→
OA + s

−−→
OD

= (1 − s)a⃗ + s · b⃗ + 2⃗c
3

= (1 − s)a⃗ + s
3

b⃗ + 2
3

s⃗c

(2) BP : PG = t : (1 − t)より
−−→
OP = (1 − t)

−−→
OB + s

−−→
OG

= (1 − t)b⃗ + t · a⃗ + b⃗ + c⃗
3

=
t
3

a⃗ +
(
1 − 2

3
t
)

b⃗ + t
3

c⃗

(3) a⃗, b⃗, c⃗は一次独立なので，(1)，(2)の結果を係数比較して
1 − s = t

3
· · · · · · · · 3⃝

s
3
= 1 − 2

3
t · · · · · · · · 4⃝

2
3

s = t
3

· · · · · · · · 5⃝
， 3⃝， 5⃝より 1− s = 2

3
s ⇔ 1 = 5

3
s

より s = 3
5
． 5⃝より t = 2s = 6

5
．これは 4⃝を満たす．

よって，s = 3
5
を (1)の結果に代入して，

−−→
OP = 2

5
a⃗ + 1

5
b⃗ + 2

5
c⃗． ◀ t = 6

5
を (2) の結果に代入しても

よい．
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D. 垂直・面積～内積の利用

【練習 108：2直線の垂直～その１～】
∠AOB = ∠BOC = ∠COA = 90◦ である直角三角錐 OABC があり，

O

A

B

C

−−→
OA = 1,

−−→
OB =

√
2,
−−→
OC =

√
3とする．

(1) AB ⊥ OCを示せ．

(2) 辺 ABを 1 : 2に内分する点を Dとする．AB ⊥ CDを示せ．

【解答】
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とすると

a⃗ · b⃗ = b⃗ · c⃗ = c⃗ · a⃗ = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

a⃗ = 1, b⃗ =
√

2, c⃗ =
√

3 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

(1)
−−→
AB ·

−−→
OC = (b⃗ − a⃗) · c⃗ = b⃗ · c⃗ − a⃗ · c⃗ = 0（ 1⃝を代入） ◀

−−→
AB ·

−−→
OC = 0 を示せばよい．

よって，AB ⊥ OCが示された．

(2)
−−→
OD = 2

−−→
OA +

−−→
OB

1 + 2
=

2a⃗ + b⃗
3

であり， 1⃝， 2⃝を代入すると

−−→
AB ·

−−→
CD = (b⃗ − a⃗) · (d⃗ − c⃗)

= (b⃗ − a⃗) ·
(

2a⃗ + b⃗
3

− c⃗
)

=
1
3

b⃗
2 − 2

3
a⃗

2
◀ 1⃝を代入

=
1
3
·
(√

2
)2
− 2

3
· 1 = 0 ◀ 2⃝を代入

よって，AB ⊥ CDが示された．

【練習 109：垂直の証明】
すべての辺の長さが等しい平行六面体 OADB-CEGFにおいて，OD ⊥ EF, AC ⊥ BGを示せ．

【解答】
−−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とすると，

−−→
OD = a⃗+ b⃗,

−→
EF =

−−→
AB = b⃗− a⃗

であるから

−−→
OD ·

−→
EF = (a⃗ + b⃗)(b⃗ − a⃗) = b⃗

2 − a⃗
2

ここで，辺の長さがすべて等しいので b⃗ = a⃗ であるから
−−→
OD ·

−→
EF = 0と

なり OD ⊥ EFが示された．同様に，
−−→
AC ·

−−→
BG = (⃗c − a⃗)(⃗c + a⃗) = c⃗

2 − a⃗
2
= 0

より，AC ⊥ BGが示された．
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2. 応用（２）～平面上に存在する点・直線と平面の交点

A. 平面 ABC上に点 Dが存在する条件（１）～幾何ベクトルによる表現

空間内の 3点 A，B，Cを通る平面を，平面 ABCと言い*24，Dが平面 ABC上に存在する条件は次のよ

うに考えられる．

Dが平面 ABC上にある ⇔ 3つのベクトル
−−→
AB,

−−→
AC,

−−→
ADが同一平面上にある

⇔
−−→
AD = s

−−→
AB + t

−−→
ACとなる実数 s, tが存在する（p.59）

始点を A以外とし，「
−−→
CD = s

−−→
CA + t

−−→
CBとなる実数 s, tが存在する」のようにしてもよい．

また，この条件は，次の事実と関連づけて理解すると良い．

「3点 A，B，Cが一直線上に存在する」⇐⇒ 「
−−→
AC = k

−−→
ABとなる kが存在する」

【例題 110】
1. A(0, 0, 0)，B(1, 2, 3)，C(2,−1, 1)とする．D(2, 4, z)が平面 ABC上にあるとき，zの値を求めよ．

2. 4点 A(0, 0, 0)，B(3,−1,−2)，C(0, 3,−1)，D(x,−2, 3)が同一平面上にあるとき，xの値を求めよ．

【解答】

1.
−−→
AD = s

−−→
AB + t

−−→
ACとなる実数 s. tが存在すればよいので24z

 = s

123
 + t

 2
−1
1

 ⇔


2 = s + 2t · · · · · · · · 1⃝
4 = 2s − t · · · · · · · · 2⃝
z = 3s + t · · · · · · · · 3⃝

．

1⃝， 2⃝を解いて s = 2, t = 0．これを 3⃝代入して z = 6． ◀結果的に，
−−→
AD = 2

−−→
AB となり，D

は直線 AB 上に存在している．
2.
−−→
AD = s

−−→
AB + t

−−→
ACとなる実数 s. tが存在すればよいので x

−2
3

 = s

 3
−1
−2

 + t

 0
3
−1

 ⇔


x = 3s · · · · · · · · 4⃝
−2 = −s + 3t · · · · · · · · 5⃝
3 = −2s − t · · · · · · · · 6⃝

．

5⃝， 6⃝を解いて s = −1, t = −1．これを 4⃝に代入して x = −3．

【例題 111】 4点 A(2, 1,−3)，B(−1,−1, 0)，C(5, 0,−5)，D(2, 4, z)が同一平面上にあるとき，zの値

を求めよ．

【解答】
−−→
AD = s

−−→
AB + t

−−→
AC となる実数 s. t が存在すればよい．

−−→
AD =24z

 −
 2

1
−3

 =
 0

3
z + 3

, −−→AB =

−3
−2
3

, −−→AC =

 3
−1
−2

であるから
 0

3
z + 3

 = s

−3
−2
3

 + t

 3
−1
−2

 ⇔


0 = −3s + 3t · · · · · · · · 1⃝
3 = −2s − t · · · · · · · · 2⃝
z + 3 = 3s − 2t · · · · · · · · 3⃝

．

1⃝， 2⃝を解いて s = −1, t = −1．これを 3⃝に代入して z = −4．

*24 平面 ABC は必ず存在し，A，B，C が一直線上に存在しないなら，ただ 1 つに定まる．
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B. 直線と平面の交点（１）

（例）右図の平行六面体において，a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OCとする．直線 AFと

E
C

G

A

F

O
D

B

平面 ODEの交点 Rについて，
−−→
ORを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

（解）Rは，次の 2つの条件を満たしている．

(I) Rは直線 AF上にある．つまり，
−−→
AR = k

−−→
AFとなる kが存在する．

(II) Rは平面 ODE上にある．つまり，
−−→
OR = s

−−→
OD + t

−−→
OEとなる s, tが存在する．

まず，条件 (I)について始点を Oに揃えると
−−→
AR =

−−→
OR −

−−→
OA =

−−→
OR − a⃗,

−−→
AF = b⃗ + c⃗ − a⃗より

−−→
OR − a⃗ = k(−a⃗ + b⃗ + c⃗) ⇔

−−→
OR = (1 − k)a⃗ + kb⃗ + kc⃗ · · · · · · · · 1⃝

一方，
−−→
OD = a⃗ + b⃗,

−−→
OE = a⃗ + c⃗であるから，条件 (II)より

−−→
OR = s(a⃗ + b⃗) + t(a⃗ + c⃗) = (s + t)a⃗ + sb⃗ + t⃗c · · · · · · · · 2⃝

a⃗, b⃗, c⃗は一次独立なので 1⃝， 2⃝より


1 − k = s + t
k = s
k = t

よって，1 − k = k + k ⇔ k = 1
3
．

これを 1⃝に代入して
−−→
OR = 2

3
a⃗ + 1

3
b⃗ + 1

3
c⃗．

【例題 112】 右図の平行六面体において，a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OCとする．

E
C

G

A

F

O
D

B

1. 直線 CDと平面 OEFの交点 Rについて，以下の に当てはまる文字，文

字式，数字を答え，
−−→
ORを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

（解）Rは，次の 2つの条件を満たしている．

(I) Rは直線 ア 上にある．つまり，
−−→
CR = k

−−−−−→
C イ となる kが存在する．

(II) Rは平面 ウ 上にある．つまり，
−−→
OR = s

−−→
OE + t

−−−−−→
O エ となる s, tが存在する．

条件 (I)を整理して
−−→
OR = オ a⃗ + カ b⃗ + キ c⃗ · · · · · · · · 1⃝と表せる．

また，条件 (II)を整理して
−−→
OR = ク a⃗ + ケ b⃗ + コ c⃗ · · · · · · · · 2⃝と表せる．

a⃗, b⃗, c⃗は サ なので 1⃝， 2⃝より


オ = ク

カ = ケ

キ = コ

これを解くと k = シ になるので， 1⃝に代入して
−−→
OR = ス ．

2. CFの中点をMとする．直線 AMと平面 OEFの交点 Sについて，
−−→
OSを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

【解答】

1. Rは，次の 2つの条件を満たしている．

(I) Rは直線
（ア）

CD 上にある．つまり，
−−→
CR = k

−−−→
C
（イ）

D となる kが存在

する．

(II) Rは平面
（ウ）

OEF 上にある．つまり，
−−→
OR = s

−−→
OE + t

−−−→
O
（エ）
F となる
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s, tが存在する．

まず，条件 (I)について始点を Oに揃えると
−−→
OR −

−−→
OC = k(a⃗ + b⃗ − c⃗)

⇔
−−→
OR =

（オ）
ka⃗ +

（カ）
kb⃗ +

（キ）
(1 − k)⃗c · · · · · · 1⃝

また，条件 (II)を整理して
−−→
OR = s(a⃗ + c⃗) + t(b⃗ + c⃗)

=
（ク）

sa⃗ +
（ケ）

tb⃗ +
（コ）

(s + t )⃗c · · · · · · 2⃝

a⃗, b⃗, c⃗は
（サ）

一次独立 なので 1⃝， 2⃝より


k = s
k = t
1 − k = s + t

s, tを消去して解くと，1 − k = k + k ⇔ k =
（シ）

1
3

になる．

1⃝に代入して
−−→
OR =

（ス）

1
3

a⃗ + 1
3

b⃗ + 2
3

c⃗．

2. Sは直線 AM上にあるので
−−→
AS = k

−−→
AMとなる実数 kが存在し

−−→
AS = k

−−→
AM ⇔

−−→
OS −

−−→
OA = k(

−−→
OM −

−−→
OA)

⇔
−−→
OS − a⃗ = k

(⃗
c + 1

2
b⃗ − a⃗

)
◀
−−→
OM =

−−→
OC +

−−→
CM = c⃗ + 1

2
b⃗

⇔
−−→
OS = (1 − k)a⃗ + k

2
b⃗ + kc⃗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3⃝

また，Sは平面 OEF上にあるので
−−→
OS = s

−−→
OE + t

−−→
OFとなる実数 s, tが

存在し

−−→
OS = s

−−→
OE + t

−−→
OF

= s(a⃗ + c⃗) + t(b⃗ + c⃗)

= sa⃗ + tb⃗ + (s + t)⃗c · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4⃝

a⃗, b⃗, c⃗は一次独立なので 3⃝， 4⃝より


1 − k = s
k
2
= t

k = s + t

s, tを消去して k = (1 − k) + k
2
⇔ 3

2
k = 1，よって k = 2

3
となり 3⃝

より
−−→
OS = 1

3
a⃗ + 1

3
b⃗ + 2

3
c⃗．
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C. 平面 ABC上に点 Dが存在する条件（２）～位置ベクトルによる表現

「Dが平面 ABC上にある」ための条件「
−−→
AD = s

−−→
AB+ t

−−→
ACとなる実数 s, tが存在する」を位置ベクトルで

書き換えてみよう．A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)，D(d⃗)とすると，
−−→
AD = d⃗ − a⃗であるから

−−→
AD = s

−−→
AB + t

−−→
AC⇔ d⃗ − a⃗ = s(b⃗ − a⃗) + t(⃗c − a⃗)

⇔ d⃗ = sb⃗ − sa⃗ + t⃗c − ta⃗ + a⃗ = (1 − s − t)a⃗ + sb⃗ + t⃗c

と変形できる．ここで，1 − s − t = rとおいて次のように分かる．

「Dが平面 ABC上にある」⇐⇒ 「d⃗ = ra⃗ + sb⃗ + t⃗c (r + s + t = 1)となる実数 r, s, tが存在する」

または，「d⃗を a⃗, b⃗, c⃗を用いて表わすと，a⃗, b⃗, c⃗の係数の和が 1になる」と言い換えても良い．

D. 直線と平面の交点（２）

（例）右図の平行六面体において，a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OCとする．直線 OGと

E
C

G

A

F

O
D

B

平面 ABCの交点 Rについて，
−−→
ORを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

（解）Rは，次の 2つの条件を満たしている．

(I) Rは直線 OG上にある．つまり，
−−→
OR = k

−−→
OGとなる kが存在する．

(II) Rは平面 ABC上にある．つまり，r⃗を a⃗, b⃗, c⃗で表わすと係数の和が 1である．

まず，
−−→
OG = a⃗ + b⃗ + c⃗であるから，条件 (I)より

−−→
OR = k(a⃗ + b⃗ + c⃗) = ka⃗ + kb⃗ + kc⃗であるが，条件 (II)よ

り係数の和 k + k + k = 1になる．よって，k = 1
3
とわかり，

−−→
OR = a⃗ + b⃗ + c⃗

3
である．

【例題 113】 右図の平行六面体において，a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OCとする．

E
C

G

A

F

O
D

B

1. 線分 EF の中点を M とする．直線 OM と平面 ABC の交点 P について，
−−→
OP

を a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

2. △OBCの重心を Qとする．直線 DQと平面 ABCの交点 Rについて，
−−→
ORを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

【解答】

1. Pは直線 OM上にあるので，実数 kが存在し

−−→
OP = k

−−→
OM = k ·

−−→
OE +

−−→
OF

2

=
k
2

{
(a⃗ + c⃗) + (b⃗ + c⃗)

}
=

k
2

a⃗ + k
2

b⃗ + kc⃗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

一方，Pは平面 ABC上にあるので
−−→
OPを a⃗, b⃗, c⃗で表わすと係数の和

が 1であるから， 1⃝より k
2
+

k
2
+ k = 1 ⇔ k = 1

2
．

これを 1⃝に代入して
−−→
OP = 1

4
a⃗ + 1

4
b⃗ + 1

2
c⃗．

2. Rは直線 DQ上にあるので，実数 kが存在し
−−→
OR = (1 − k)

−−→
OD + k

−−→
OQ ◀

−−→
DR = k

−−→
DQ で始めても，同じ式に

なる．
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= (1 − k)(a⃗ + b⃗) + k ·
−−→
OO +

−−→
OB +

−−→
OC

3

= (1 − k)a⃗ + (1 − k)b⃗ + k
3

b⃗ + k
3

c⃗

= (1 − k)a⃗ +
(
1 − 2

3
k
)

b⃗ + k
3

c⃗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

一方，R は平面 ABC 上にあるので，
−−→
ORを a⃗, b⃗, c⃗ で表わすと係数の

和が 1であるから， 2⃝より (1 − k) +
(
1 − 2

3
k
)
+

k
3
= 1 ⇔ 2 − 4

3
k =

1 ⇔ k = 3
4
．これを 2⃝に代入して

−−→
OR = 1

4
a⃗ + 1

2
b⃗ + 1

4
c⃗．

直線上に，平面上に点がある条件は，以下のようにまとめられる．

平面上に点がある条件

Pが平面 ABC上にあるための条件は，ベクトルを用いて次のように表わされる．

(I) （幾何ベクトルの考えを用いて）
−−→
AP = s

−−→
AB + t

−−→
ACとなる s, tが存在する．

ここで，始点は Bや Cであってもよい．

(II) （位置ベクトルの考えを用いて） p⃗ = ra⃗ + sb⃗ + t⃗c (r + s + t = 1)となる r, s, tが存在する．

他の位置ベクトルの公式と同じように，始点を揃えた幾何ベクトルにおいても，この公式は成り立

つ．たとえば，適当なMに対して
−−→
MP = r

−−→
MA + s

−−→
MB + t

−−→
MCが成り立つ．

【練習 114：直線と平面の交点～その４～】

a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OCである四面体 OABCについて，OCの中点をM，△ABCの重心を Gとする．

直線 OGと平面 ABMの交点を Pとするとき，
−−→
OPを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．また，OP : OGを求めよ．

【解答】 Pは直線 OG上にあるので，実数 kが存在し

−−→
OP = k

−−→
OG = k ·

−−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC

3

=
k
3

a⃗ + k
3

b⃗ + k
3

c⃗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

また，Pは平面 ABM上にあるので，実数 r, s, tが存在し
−−→
OP = r

−−→
OA + s

−−→
OB + t

−−→
OM (r + s + t = 1)

= ra⃗ + sb⃗ + t
2

c⃗ (r + s + t = 1) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

a⃗, b⃗, c⃗は一次独立なので， 1⃝， 2⃝より，次の 4式の連立方程式となる．
k
3
= r, k

3
= s, k

3
=

t
2
, r + s + t = 1

r = k
3
, s = k

3
, t = 2k

3
を r + s + t = 1に代入して

k
3
+

k
3
+

2k
3
= 1 ⇔ 4

3
k = 1 ⇔ k = 3

4

これを， 1⃝に代入して
−−→
OP = 1

4
a⃗ + 1

4
b⃗ + 1

4
c⃗．

さらに，
−−→
OP = 3

4
−−→
OGであるから，OP : OG = 3 : 4．
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3. 応用（３）～線分と平面の垂直条件

右図のように，点 Pから平面 ABCへ引いた垂線の足を Hとするとき，Hは次

A

B

C

P

H

の 2条件を満たす．

(I) Hは平面 ABC上にある．

(II) 線分 PH と平面 ABC は垂直に交わっている．これは，PH ⊥ AB, PH ⊥
BC, PH ⊥ CAのうち，2つの垂直が成り立てば必要十分である．

【練習 115：点から平面への垂線】
OA = 2, OB = 3, OC = 1, ∠AOB = 60◦, ∠BOC = 90◦, ∠COA = 120◦ である四面体 OABC があり，

a⃗ =
−−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OCとする．

(1) 内積 a⃗ · b⃗, b⃗ · c⃗, c⃗ · a⃗を求めよ．
(2) Oから平面 ABCに引いた垂線の足を Hとするとき，

−−→
OHを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

(3) Aから平面 OBCに引いた垂線の足を Iとするとき，
−→
OIを a⃗, b⃗, c⃗で表せ．

【解答】

(1) a⃗ · b⃗ = a⃗ b⃗ cos ∠AOB = 2 · 3 · 1
2
= 3

b⃗ · c⃗ = b⃗ c⃗ cos ∠BOC = 3 · 1 · 0 = 0

c⃗ · a⃗ = c⃗ a⃗ cos ∠COA = 1 · 2 ·
(
− 1

2

)
= −1

(2) Hは平面 ABC上に存在するので，
−−→
OH = ra⃗ + sb⃗ + t⃗c (r + s + t = 1)と

なる実数 r, s, tが存在する．

また，直線 OHが平面 ABCと垂直であるから OH ⊥ AB, OH ⊥ BCが

成り立ち
−−→
OH ·

−−→
AB = 0

−−→
OH ·

−−→
BC = 0

⇔
(ra⃗ + sb⃗ + t⃗c) · (b⃗ − a⃗) = 0

(ra⃗ + sb⃗ + t⃗c) · (⃗c − b⃗) = 0

これを展開し，(1)の結果と a⃗ = 2, b⃗ = 3, c⃗ = 1を代入してr · 3 − r · 22 + s · 32 − s · 3 + t · 0 − t · (−1) = 0
r · (−1) − r · 3 + s · 0 − s · 32 + t · 12 − t · 0 = 0

⇔
−r + 6s + t = 0
−4r − 9s + t = 0

これと r + s + t = 1 を合わせて連立方程式を解くと (r, s, t) = ◀ r を消去して解くと
r + s + t = 1, − r + 6s + t = 0 よ
り 7s + 2t = 1
r + s + t = 1, − 4r − 9s + t = 0 よ
り −5s + 5t = 4

これより s = − 1
15
, t = 11

15
であ

り，r + s + t = 1 より r = 1
3
．

(
1
3
,− 1

15
, 11

15

)
であるから，

−−→
OH = 1

3
a⃗ − 1

15
b⃗ + 11

15
c⃗．

(3) Iは平面 OBC上に存在するので，
−→
OI = s

−−→
OB + t

−−→
OC = sb⃗ + t⃗cとなる実

数 s, tが存在する．

また，直線 AIが平面 OBCと垂直であるから AI ⊥ OB, AI ⊥ OCが成

り立つので
−→
AI ·
−−→
OB = 0

−→
AI ·
−−→
OC = 0

⇔
(sb⃗ + t⃗c − a⃗) · b⃗ = 0

(sb⃗ + t⃗c − a⃗) · c⃗ = 0
◀
−→
AI =

−→
OI −

−−→
OA = sb⃗ + t⃗c − a⃗
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⇔
s · 32 + t · 0 − 3 = 0

s · 0 + t · 12 − (−1) = 0

⇔
9s − 3 = 0

t + 1 = 0

よって (s, t) =
(

1
3
,−1

)
であるから，

−→
OI = 1

3
b⃗ − c⃗．
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C 第１章の解答

1C.1 第１章の解答

【練習：点の一致～その３～】(p.31)

A(a⃗)，B(b⃗)，C(⃗c)，D(d⃗)，P(p⃗)，Q(q⃗)，R(⃗r)，S(⃗s)，M(m⃗)，N(n⃗)とする．
AB，BC，CD，DAの中点が P，Q，R，Sなので

p⃗ = a⃗ + b⃗
2
, q⃗ = b⃗ + c⃗

2
, r⃗ = c⃗ + d⃗

2
, s⃗ = d⃗ + a⃗

2

である．また，線分 PR の中点が M なので

m⃗ =
p⃗ + r⃗

2
=

a⃗+b⃗
2 +

c⃗+d⃗
2

2
=

a⃗ + b⃗ + c⃗ + d⃗
4

◀分母と分子に 2 を掛けた

線分 QS の中点が N なので

n⃗ =
q⃗ + s⃗

2
=

b⃗+c⃗
2 +

d⃗+a⃗
2

2
=

b⃗ + c⃗ + d⃗ + a⃗
4

◀分母と分子に 2 を掛けた

よって，m⃗ = n⃗なので，M と Nは一致することが示された．

【発展：2直線の平行～その３～】(p.32)

1
−−→
AE = 3

4
−−→
AB = 3

4
x⃗ より

−−→
DE =

−−→
AE −

−−→
AD =

3
4

x⃗ − y⃗

また，
−−→
AF =

−−→
AD +

−−→
DC = y⃗ + a

a + 1
x⃗ であり ◀

−−→
AC = x⃗ + y⃗ であるから，内分の公

式より
−−→
AF =

−−→
AD + a

−−→
AC

a + 1
として

もよい．

−−→
AG =

−−→
AB +

−−→
AC +

−−→
AD

3
=

x⃗ + (x⃗ + y⃗) + y⃗
3

=
2
3

x⃗ + 2
3

y⃗

となるから，

−−→
FG =

−−→
AG −

−−→
AF =

(
2
3

x⃗ + 2
3

y⃗
)
−

(⃗
y + a

a + 1
x⃗
)
=

( 2
3
− a

a + 1

)
x⃗ − 1

3
y⃗

2
−−→
DE = k

−−→
FG とおくと ◀ y⃗ の係数を見比べて，DE // FG で

あるには
−−→
DE = 3

−−→
FG でなければ

ならない，としてもよい．

3
4

x⃗ − y⃗ = k
(

2
3
− a

a + 1

)
x⃗ − k

3
y⃗

x⃗, y⃗ は一次独立なので，係数を見比べて


3
4
= k

(
2
3
− a

a + 1

)
· · · · · · · · 1⃝

−1 = − k
3

· · · · · · · · 2⃝

を得る． 2⃝から k = 3を得るので 1⃝に代入して
3
4
= 3

(
2
3
− a

a + 1

)
⇔ 3

4
= 2 − 3a

a + 1

⇔ 3a
a + 1

=
5
4

⇔ 12a = 5a + 5 ∴ a = 5
7
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【発展：3点が同一直線上～その２～】(p.33)
−−→
AB = x⃗,

−−→
AD = y⃗ とする． ◀ A

B C

D
E は辺 BC を 3 : 2 に内分する点なので，

−−→
AE =

−−→
AB + 3

5
−−→
BC = x⃗ + 3

5
y⃗．

F は辺 CD を 3 : 2 に内分する点なので，
−−→
AF =

−−→
AD + 2

5
−−→
AB = y⃗ + 2

5
x⃗．

ここで，E，F，P が同一直線上にあるので
−→
EP = k

−→
EF となる実数 k が存在する．

−→
EP =

−−→
AP −

−−→
AE = tx⃗ −

(
x⃗ + 3

5
y⃗
)
= (t − 1)x⃗ − 3

5
y⃗

−→
EF =

−−→
AF −

−−→
AE =

(⃗
y + 2

5
x⃗
)
−

(
x⃗ + 3

5
y⃗
)
= − 3

5
x⃗ + 2

5
y⃗

であるから，

−→
EP = k

−→
EF ⇔ (t − 1)x⃗ − 3

5
y⃗ = k

(
− 3

5
x⃗ + 2

5
y⃗
)

x⃗, y⃗ は一次独立であるから

 t − 1 = − 3
5

k · · · · · · · · 1⃝

− 3
5
=

2
5

k · · · · · · · · 2⃝
となる． 2⃝より k = − 3

2

であるから， 1⃝に代入して

t − 1 = − 3
5
·
(
− 3

2

)
=

9
10

∴ t = 19
10



索引

x 成分
空間ベクトルの, 56
平面ベクトルの, 6

y 成分
空間ベクトルの, 56
平面ベクトルの, 6

z 成分
空間ベクトルの, 56

一次結合

平面ベクトルの, 12
一次従属

平面ベクトルの, 12
一次独立

空間ベクトルの, 12, 59
平面ベクトルの, 12

位置ベクトル, 22, 68

大きさ

ベクトルの, 2

外分, 25

幾何ベクトル, 22
基点, 22, 68
逆ベクトル, 2

始点, 1, 54
終点, 1, 54

垂直, 16, 63

成分表示

平面ベクトルの, 6, 56
零ベクトル, 2

単位ベクトル, 2

同一平面上, 59

媒介変数, 42, 72

左手系, 51
等しい, 2

分解

平面ベクトルの, 12

平行

空間ベクトルの, 58
平面ベクトルの, 10

平行六面体, 55
ベクトル, 1, 54
ベクトル方程式, 42, 44, 45, 72

円の－, 48

方向ベクトル, 42, 72
法線ベクトル, 44

右手系, 51

有向線分, 1
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